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1 波函数

1.1 薛定谔方程

假设一个质量为 m 的粒子被限制在 x 轴运动，所受的力为 F (x, t). 经典力学的目的是求出
这个粒子的坐标随时间的演变 x (t)，并由此求出其他运动量，如速度 v = dx/dt，动量 p = mv

等. 最重要的物理定律，当属牛顿第二定律：F = ma.
但在量子力学中，我们要寻找的是粒子的波函数 Ψ(x, t)，它由薛定谔方程确定：

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ VΨ (1.1)

薛定谔方程的作用和地位就像牛顿第二定律：给定适当的初始条件，它就能确定之后所有时刻的

波函数 Ψ(x, t).
波函数描述的是粒子位置在空间的概率分布，也就是说即使我们知道了一个粒子的波函数，

我们仍不能在测量其位置的实验中确切地预言结果——量子力学所能提供的仅是一些可能结果

的统计信息.|Ψ(x, t)|2 给出了 t 时刻位于 x 处发现这个粒子的概率，或更精确地说：

ˆ b

a

|Ψ(x, t)|2 dx =
{
在t时刻发现粒子处于a和b之间的概率

}
(1.2)

图 1.1: 一个典型的波函数

1.2 测量与坍缩

图1.1给出了一个典型波函数的图像. 假设我们对这个粒子进行一次测量，发现它正好位于
C 点. 下面我们要思考一个问题：在我们进行测量之前，这个粒子在哪里？
关于这个问题，有三种不同的回答，它们代表了三种主要学派对不确定性的看法：

4



1.3. 波函数的特性 5

1. 现实主义学派：粒子还是在 C 点.

2. 正统学派: 粒子哪也不在.

3. 不可知论学派：拒绝回答.

直至今日，这三种观点都还有自己的支持者. 但是在今日，实验已经决定性地证实了正统观点：
一个粒子在测量前没有一个确定的位置.
如果紧接着第一次测量进行第二次测量，结果又如何？答案是粒子依然在 C 点. 这是因为

第一次测量完全改变了波函数，使波函数发生了坍缩，在 C 点形成了一个尖锐的波形. 但是由
于波函数遵从薛定谔方程，这个波将很快弥散开来，因此第二次测量要立即进行.

图 1.2: 波函数的坍缩

1.3 波函数的特性

首先，由于 |Ψ|2 实质上是一个概率密度函数，因此它必须满足归一化：
ˆ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx = 1 (1.3)

我们要说明一点：观察薛定谔方程 (1.1) 可知，如果 Ψ(x, t) 是方程的解，那么将其乘上一个因

子 A 后，AΨ(x, t) 仍然是方程的解. 也就是说我们必须通过合适地选择 A 来使波函数归一化，

只需要将 AΨ 代入式 (1.3) 即可解出 A.
新的问题来了，假设我们在 t = 0 时刻归一化了波函数，那之后波函数是否能保持归一化

呢？我们给出一个结论：薛定谔方程具有奇妙的性质，它会自动保持波函数的归一化！

要证明这个结论，我们只需要证明式 (1.3) 的积分是不随时间改变的常数即可，也就是证明：

d
dt

ˆ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx = 0 (1.4)

我们可以交换积分和求导的次序：

d
dt

ˆ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx =

ˆ +∞

−∞

∂

∂t
|Ψ(x, t)|2 dx (1.5)

上式右边的被积函数，可以利用求导的性质改写成：

∂

∂t
|Ψ|2 = ∂

∂t
(Ψ∗Ψ) = Ψ∗ ∂Ψ

∂t
+
∂Ψ∗

∂t
Ψ (1.6)
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薛定谔方程又可以写成：
∂Ψ

∂t
=

ih̄
2m

∂2Ψ

∂x2
− i
h̄
VΨ (1.7)

取其复共轭得
∂Ψ∗

∂t
= − ih̄

2m

∂2Ψ∗

∂x2
+

i
h̄
VΨ∗ (1.8)

将式 (1.7) 和 (1.8) 代入式 (1.6)，得到

∂

∂t
|Ψ|2 = ih̄

2m

(
Ψ∗ ∂

2Ψ

∂x2
−Ψ

∂2Ψ∗

∂x2

)
=

∂

∂x

[
ih̄
2m

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ

)]
(1.9)

这样一来，式 (1.5) 的积分可写成

d
dt

ˆ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx =

ih̄
2m

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ

)∣∣∣∣+∞

−∞
= 0 (1.10)

上式之所以等于 0，是因为当 x 趋于无穷时，Ψ(x, t) 必须趋于 0，否则波函数就不可能归一化.
至此，结论得到证明.

1.4 位置算符和动量算符

我们已经知道，|Ψ|2 是 x 的概率密度函数，因此 x 的数学期望 (均值) 应该是

⟨x⟩ =
ˆ +∞

−∞
x |Ψ(x, t)|2 dx (1.11)

当体系随时间 t 演化时，⟨x⟩ 也将改变，我们现在想研究它随时间变化的快慢，因此可以将其对
t 求导：

d ⟨x⟩
dt =

ˆ +∞

−∞
x
∂

∂t
|Ψ|2 dx =

ih̄
2m

ˆ +∞

−∞
x
∂

∂x

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ

)
dx (1.12)

利用分部积分，上式可写成：

d ⟨x⟩
dt = − ih̄

2m

ˆ +∞

−∞

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
− ∂Ψ∗

∂x
Ψ

)
dx (1.13)

对上式的第二项再进行一次分部积分，便得

d ⟨x⟩
dt = − ih̄

m

ˆ +∞

−∞
Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx (1.14)

注意，式 (1.14) 表示的是 x 的期望的“速度”，它和粒子的速度不是一码事. 但就我们当前
的目的而言，可以假设速度的期望就等于 ⟨x⟩ 对时间的导数，即

⟨v⟩ = d ⟨x⟩
dt (1.15)

然后我们还可以根据 p = mv，写出动量：

⟨p⟩ = m
d ⟨x⟩

dt = −ih̄
ˆ

Ψ∗ ∂Ψ

∂x
dx (1.16)

现在式 (1.11) 和 (1.16) 告诉了我们 ⟨x⟩ 和 ⟨p⟩，我们可以把它们写成更加有意思的形式：

⟨x⟩ =
ˆ

Ψ∗xΨdx (1.17)

⟨p⟩ =
ˆ

Ψ∗ h̄

i
∂

∂x
Ψdx (1.18)
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式中 x 称为位置算符，(h̄/i) (∂/∂x) 称为动量算符. 当我们要求期望时，只需要在 Ψ∗ 和 Ψ 中间

放入合适的算符，然后积分即可.
这两个算符的作用比我们想象的要大得多，因为所有经典力学量都可以表示成坐标和动量

的函数. 要计算物理量 Q (x, p) 的期望，我们只需要将所有的 p 都换成 (h̄/i) (∂/∂x)，再将得到
的算符放在 Ψ∗ 和 Ψ 之间，然后积分即可.

⟨Q (x, p)⟩ =
ˆ

Ψ∗Q

(
x,
h̄

i
∂

∂x

)
Ψdx (1.19)

例如，动能可以写成

T =
1

2
mv2 =

p2

2m
(1.20)

按照上面的方法，我们可以很快写出它的期望：

⟨T ⟩ = − h̄2

2m

ˆ
Ψ∗ ∂

2Ψ

∂x2
dx (1.21)

1.5 不确定原理

我们可以通过一个直观的例子来引入本节的内容. 假设你手握着一根绳子的一端，有节奏地
上下摆动而形成一个波，如图1.3a所示. 如果有人问你：这个波在哪里？你可能会觉得有些不好
回答，因为这个波在空间中一个范围内都有分布. 但如果他问波长是多少，这就非常好回答了，
因为波形是相当规律的.
现在你突然抖动一下绳子，在绳子上得到一个孤立传播的波峰，如图1.3b所示. 这样一来第

一个问题就有意义了：你可以很轻易地描述这个波峰的位置. 但第二个问题就有些麻烦了，它没
有一个明确的周期，你无法赋予它一个准确的波长.
也就是说，在这个例子中，存在一种“鱼和熊掌不可兼得”的制约：波的位置越精确，波长

就越不精确，反之亦然.

(a) 波长容易定义，但位置无法定义的波

(b) 位置容易定义，但波长无法定义的波

图 1.3: 一个非常直观的例子

对于量子力学中的波函数 Ψ，同样也存在一个制约关系. 粒子的动量 p 同波长 λ 的联系由

德布罗意公式给出：

p =
h

λ
=

2πh̄

λ
(1.22)

位置 x 的标准差 σx 与动量 p 的标准差 σp 满足海森堡不确定原理：

σxσp ⩾ h̄

2
(1.23)

式 (1.23) 告诉我们：永远无法同时精确得到粒子的位置与动量. 位置信息越精确，动量就越不确
定，反之亦然.



2 定态薛定谔方程

2.1 定态与分离变量法

在上一章，我们开门见山引入了一个非常重要的方程——薛定谔方程 (1.1). 下面我们将着
眼于它的求解.
我们先锤定一个很重要的假设：方程中 V 是不依赖时间的. 这样一来，薛定谔方程可以用

分离变量法进行求解. 我们假定解 Ψ(x, t) 具有如下形式：

Ψ(x, t) = ψ (x) · φ (t) (2.1)

然后可以写出：
∂Ψ

∂t
= ψ

dφ
dt ,

∂2Ψ

∂x2
=

d2ψ

dx2 φ (2.2)

代入薛定谔方程 (1.1)，得

ih̄ψdφ
dt = − h̄2

2m

d2ψ

dx2 φ+ V ψφ (2.3)

两边同时除以 ψφ，得

ih̄ 1
φ

dφ
dt = − h̄2

2m

1

ψ

d2ψ

dx2 + V (2.4)

让我们观察式 (2.4)：左边仅是 t 的函数，右边仅是 x 的函数. 如果它们想要相等，只有一
种可能：两边都是常数. 我们把这个常数记为 E，即

ih̄ 1
φ

dφ
dt = − h̄2

2m

1

ψ

d2ψ

dx2 + V = E (2.5)

这样一来，我们实质上可以得到两个微分方程：

dφ
dt = − iE

h̄
φ (2.6)

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 + V ψ = Eψ (2.7)

方程 (2.6) 是非常好求解的，其解应该是一个指数函数：

φ (t) = e− iE
h̄ t (2.8)

方程 (2.7) 称为定态薛定谔方程，如果不给定 V (x) 的具体形式，我们将无法求解.
下面做几点说明：

1. 尽管波函数本身
Ψ(x, t) = ψ (x) e− iE

h̄ t (2.9)

8
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和时间有关，但概率密度

|Ψ(x, t)|2 = Ψ∗Ψ = ψ∗e iE
h̄ tψe− iE

h̄ t = |ψ (x)|2 (2.10)

却不依赖时间.

2. 任何力学量的期望值也是不依赖于时间的，因此我们完全可以将式 (1.19) 改写为：

⟨Q (x, p)⟩ =
ˆ
ψ∗Q

(
x,
h̄

i
d

dx

)
ψdx (2.11)

3. 在经典力学中，总能量 (动能加势能) 称为哈密顿量：

H (x, p) =
p2

2m
+ V (x) (2.12)

通过上一章介绍的替换规则，我们可以写出哈密顿算符的表达式：

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (2.13)

这样一来定态薛定谔方程可以写为：

Ĥψ = Eψ (2.14)

总能量的期望值为

⟨H⟩ =
ˆ
ψ∗Ĥψdx = E

ˆ
|ψ|2 dx = E (2.15)

4. 我们还可以写出：

Ĥ2ψ = Ĥ
(
Ĥψ

)
= Ĥ (Eψ) = E

(
Ĥψ

)
= E2ψ (2.16)

因此 〈
H2
〉
=

ˆ
ψ∗Ĥ2ψdx = E2

ˆ
|ψ|2 dx = E2 (2.17)

因此 H 的方差为：

σ2
H =

〈
H2
〉
− ⟨H⟩2 = 0 (2.18)

也就是说，总能量的每次测量结果都是确定的 E，它的分布没有弥散.

我们将讨论到，定态薛定谔方程将给出一个无限的解集 (ψ1 (x) , ψ2 (x) , ψ3 (x) , · · · )，每一个
解有相应的分离变量常数 (E1, E2, E3, · · · )，对应每个能量值有不同的波函数：

Ψ1 (x, t) = ψ1 (x) e−
iE1
h̄ t,Ψ2 (x, t) = ψ2 (x) e−

iE2
h̄ t, · · · (2.19)

而一般解是分离变量解的线性组合：

Ψ(x, t) =
∞∑

n=1

cnψn (x) e−
iEn
h̄ t (2.20)

写出该形式的一般解后，余下的事情便是寻找符合定解条件的 {ci}.
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2.2 一维无限深方势阱

2.2.1 求解

我们在前面已经提到，若要求解定态薛定谔方程，我们必须知道 V (x) 的具体形式. 本节我
们将考虑一种非常特殊的 V (x) 分布，其表达式如下：

V (x) =

0, 0 ⩽ x ⩽ a

∞, else
(2.21)

这便是经典的一维无限深方势阱.

图 2.1: 一维无限深方势阱

显然在势阱外 ψ (x) = 0，因为粒子出现在那里的概率为零；在势阱内 V = 0，定态薛定谔

方程为

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 = Eψ −→ d2ψ

dx2 +
2mE

h̄2
ψ = 0 (2.22)

式 (2.22) 是我们再熟悉不过的谐振动微分方程，其解为：

ψ (x) = A sin kx+B cos kx , k ≡
√
2mE

h̄
(2.23)

解中的 A 和 B 需要由边界条件来确定，本问题中的边界条件为：

ψ (0) = ψ (a) = 0 (2.24)

代入 ψ (0) = 0，得到 B = 0，因此

ψ (x) = A sin kx (2.25)

然后再代入 ψ (a) = 0，得到

A sin ka = 0 −→ ka = ±nπ (2.26)

k = 0 时解没有意义，而且负的 k 值不会给出新解，所以真正可区分的有意义的解为：

kn =
nπ

a
,En =

k2nh̄
2

2m
=
n2π2h̄2

2ma2
, n = 1, 2, 3, · · · (2.27)

我们发现：一维无限深方势阱中粒子的能量不能是任意的，它只能取一些离散的值.
为了求出 A，我们可以对 ψ 进行归一化：

ˆ a

0

|ψ|2 dx =

ˆ a

0

A2 sin2 (kx) dx = A2 a

2
= 1 −→ A =

√
2

a
(2.28)

这样，势阱内的解为：

ψn (x) =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)

(2.29)
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2.2.2 ψn 的性质

我们看到，解定态薛定谔方程的确得到了一个无限的解集，我们把前几个函数画在图2.2中.
其中 ψ1 具有最低的能量，称为基态；其他态的能量正比于 n2 增加，称为激发态.

图 2.2: 前三个定态的图像

我们可以总结出 ψn (x) 的一些重要而有趣的性质.

1. 它们相对于势阱的中心是奇偶交替的.ψ1 是偶函数，ψ2 是奇函数，ψ3 是偶函数，依此类推.

2. 随着能量增加，态的节点 (与 x 轴的交点) 逐渐增加. 端点不算，则 ψ1 没有，ψ2 有 1 个，
ψ3 有 2 个，依此类推.

3. 它们具有正交性. 即当 m ̸= n 时，
ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx = 0 (2.30)

4. 它们是完备的. 也就是说任意一个函数 f (x)，都可以用它们的线性组合来表示：

f (x) =
∞∑

n=1

cnψn (x) =

√
2

a

∞∑
n=1

cn sin
(nπ
a
x
)

(2.31)

关于正交性，我们可以简单证明一下. 当 m ̸= n 时，

ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx =

2

a

ˆ a

0

sin
(mπ
a
x
)

sin
(nπ
a
x
)

dx

=
1

a

ˆ a

0

[
cos
(
m− n

a
πx

)
− cos

(
m+ n

a
πx

)]
dx

=

{
1

(m− n)π
sin
(
m− n

a
πx

)
− 1

(m+ n)π
sin
(
m+ n

a
πx

)}∣∣∣∣a
0

= 0

当 m = n 时，由概率密度的归一性，易得
ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx = 1

利用 Kronecker 符号，我们可以把上面两个结果写成一个式子：
ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx = δmn (2.32)
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至于完备性，不难看出式 (2.31) 其实就是 f (x) 的傅里叶展开式. 如果要求式中的系数 cn，

我们可以在式 (2.31) 两边乘上 ψm (x)
∗
，然后积分：

ˆ
ψm (x)

∗
f (x) dx =

∞∑
n=1

cn

ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx 正交性

===== cm (2.33)

因此

cn =

ˆ
ψn (x)

∗
f (x) dx (2.34)

2.2.3 定态解

将式 (2.29) 代入式 (2.20)，得到含时薛定谔方程的一般解为：

Ψ(x, t) =
∞∑

n=1

cn

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)

exp
(
− in2π2h̄

2ma2
t

)
(2.35)

如果知道了初始波函数 Ψ(x, 0)，那么

Ψ(x, 0) =
∞∑

n=1

cnψn (x) (2.36)

然后利用正交性，可以求得系数：

cn =

√
2

a

ˆ a

0

sin
(nπ
a
x
)
Ψ(x, 0) dx (2.37)

我们在后面将会看到，|cn|2 告诉我们的是对能量的一个测量得到结果是 En 的概率. 因此，
所有可能事件的概率之和为 1：

∞∑
n=1

|cn|2 = 1 (2.38)

从 Ψ 的归一性可以导出上式. 我们只考虑 t = 0 的情况 (当然可以推广到任意 t 的情况)，则

1 =

ˆ
|Ψ(x, 0)|2 dx

=

ˆ ( ∞∑
m=1

cmψm (x)

)∗( ∞∑
n=1

cnψn (x)

)
dx

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

cm
∗cn

ˆ
ψm (x)

∗
ψn (x) dx

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

cm
∗cnδmn =

∞∑
n=1

|cn|2

此外，能量的期望值为：

⟨H⟩ =
∞∑

n=1

|cn|2En (2.39)

由于得到某个特定能量的概率是不依赖时间的，因此 H 的期望值也是不依赖时间的，这便是能

量守恒在量子力学中的体现.
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2.3 谐振子

2.3.1 问题引入

经典物理的弹簧振子模型我们已经非常熟悉了，弹簧弹性势能的表达式为：

V (x) =
1

2
kx2 (2.40)

而在量子力学中，可以将定态薛定谔方程 (2.7) 中的势能 V 也仿照上面的形式去定义：

V (x) =
1

2
mω2x2 (2.41)

则定态薛定谔方程变为：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 +
1

2
mω2x2ψ = Eψ (2.42)

想要求解 (2.42) 这个微分方程，有两种方法：一是幂级数法，二是代数方法. 我们下面将首
先介绍代数方法，因为它比较快而且简单.

2.3.2 代数法——升降阶算符

算符引入与计算

首先让我们把式 (2.42) 写成如下形式：

1

2m

[
p̂2 + (mωx)

2
]
ψ = Eψ (2.43)

式中 p̂ ≡ − (h̄i) d/dx 是动量算符. 求解的基本思想是分解哈密顿算符

Ĥ =
1

2m

[
p̂2 + (mωx)

2
]

(2.44)

为此，我们定义新的算符：

â± ≡ 1√
2h̄mω

(∓ip̂+mωx) (2.45)

可能现在会觉得突然引入这么一个奇怪的算符有些摸不着头脑，但先别急，这个算符的作用马上

就会体现出来.
我们可以试着将两个算符做乘积：

â−â+ =
1

2h̄mω
(ip̂+mωx) (−ip̂+mωx)

=
1

2h̄mω

[
p̂2 + (mωx)

2 − imω (xp̂− p̂x)
]

(2.46)

我们发现，和 Ĥ 的表达式比起来，上式多出了一个额外项，关于 (xp̂− p̂x)，我们将其称为 x 与

p̂ 的对易式，这是衡量它们能否交换的量度. 一般有，算符 Â 与 B̂ 的对易式为：[
Â, B̂

]
≡ ÂB̂ − B̂Â (2.47)

引入这个符号后，式 (2.46) 可写成：

â−â+ =
1

2h̄mω

[
p̂2 + (mωx)

2
]
− i

2h̄
[x, p̂] (2.48)



14 CHAPTER 2. 定态薛定谔方程

我们要求出 x 与 p̂ 的对易式 [x, p̂]. 在进行这种抽象的算符运算时，我们最好将其作用在一
个测试函数 f (x) 上，最后再将其消去. 于是，

[x, p̂] f = x
h̄

i
df
dx − h̄

i
d

dx (xf) =
h̄

i

(
x

df
dx − f − x

df
dx

)
= ih̄f (2.49)

因此

[x, p̂] = ih̄ (2.50)

这个结果称为正则对易关系. 在更深的意义上，量子力学的所有神奇都可以追溯到坐标和动量的
不对易这个事实，甚至有人将其作为量子理论的公理.
有了正则对易关系，式 (2.48) 又可以进一步写成：

â−â+ =
1

h̄ω
Ĥ +

1

2
(2.51)

或者

Ĥ = h̄ω

(
â−â+ − 1

2

)
(2.52)

显然哈密顿算符的分解还不够完美，因为右边依然有一个额外的 −1/2. 如果我们交换 â+ 和 â−

的次序，则有

â+â− =
1

h̄ω
Ĥ − 1

2
(2.53)

因此哈密顿算符还可以等价地写成

Ĥ = h̄ω

(
â+â− +

1

2

)
(2.54)

利用 â±，谐振子的定态薛定谔方程可以写成：

h̄ω

(
â±â∓ ± 1

2

)
ψ = Eψ (2.55)

同时我们可以得到 â− 和 â+ 的对易式

[â−, â+] = 1 (2.56)

下面我们将学习一个结论，它会告诉我们引入算符 â± 的意义.

重要结论 如果 ψ 能够满足能量为 E 的薛定谔方程 Ĥψ = Eψ，则 â+ψ 满足

能量为 E + h̄ω 的薛定谔方程 Ĥ (â+ψ) = (E + h̄ω) (â+ψ)；同理，â−ψ 满足能

量为 E − h̄ω 的薛定谔方程 Ĥ (â−ψ) = (E − h̄ω) (â−ψ).

我们可以对这个结论进行简要的证明：

Ĥ (â+ψ) = h̄ω

(
â+â− +

1

2

)
(â+ψ)

= h̄ω

(
â+â−â+ +

1

2
â+

)
ψ

= h̄ωâ+

(
â−â+ +

1

2

)
ψ

= â+

[
h̄ω

(
â+â− + 1 +

1

2

)
ψ

]
= â+

(
Ĥ + h̄ω

)
ψ

= â+ (E + h̄ω)ψ

= (E + h̄ω) (â+ψ)
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用同样的方法，可证 Ĥ (â−ψ) = (E − h̄ω) (â−ψ).
现在我们感受到：â± 可以对状态的能量进行升降. 如果得到了一个解，通过升降能量就可

以得到其他的解.â+ 称为升阶算符，â− 称为降阶算符.
但我们又要思考一个问题：如果我们反复使用降阶算符降低能量，最终会得到一个小于零

的能量值，这是不可能存在的！原因是 â−ψ 虽然是薛定谔方程的解，但它可能并不是归一化的

——它有可能是零或它的平方积分是无穷大. 事实上原因是前者：有一个最低的能量 ψ0 使得

â−ψ0 = 0 (2.57)

下面让我们来求解 ψ0 的表达式. 将算符 â− 的表达式代入上式有

1√
2h̄mω

(
h̄

d
dx +mωx

)
ψ0 = 0 (2.58)

整理得
dψ0

dx = −mω
h̄
xψ0 (2.59)

这个微分方程很容易求解：
ˆ dψ0

ψ0

= −mω
h̄

ˆ
xdx −→ lnψ0 = −mω

2h̄
x2 + C (2.60)

故

ψ0 (x) = A exp
(
−mω

2h̄
x2
)

(2.61)

要求出待定系数 A，我们可以利用归一化条件：

ˆ
|ψ0|2 dx = |A|2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−mω

h̄
x2
)

dx = |A|2
√
πh̄

mω
= 1 (2.62)

求得 A =
(mω
πh̄

) 1
4

，因此

ψ0 (x) =
(mω
πh̄

) 1
4 exp

(
−mω

2h̄
x2
)

(2.63)

我们将 ψ0 (x) 代入薛定谔方程 h̄ω

(
â+â− +

1

2

)
ψ0 = E0ψ0，再结合式 (2.57)，得到

E0 =
1

2
h̄ω (2.64)

现在我们成功求解了量子谐振子的基态，从而我们可以放心地反复使用升阶算符生成激发态，每

升一步增加能量 h̄ω：

ψn (x) = An (â+)
n
ψ0 (x) , En =

(
n+

1

2

)
h̄ω (2.65)

归一化常数 An 的计算

由式 (2.65)，我们知道 â±ψn 正比于 ψn±1：

â+ψn = cnψn+1 , â−ψn = dnψn−1 (2.66)

为了得到 cn 和 dn，我们必须补充一个引理：对任意函数 f (x) 和 g (x)，有

ˆ +∞

−∞
f∗ (â±g) dx =

ˆ +∞

−∞
(â∓f)

∗
gdx (2.67)
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这个引理的证明略. 由此我们可以写出：
ˆ +∞

−∞
(â±ψn)

∗
(â±ψn) dx =

ˆ +∞

−∞
(â∓â±ψn)

∗
ψndx (2.68)

结合式 (2.55) 和式 (2.65)，可得

â+â−ψn = nψn , â−â+ψn = (n+ 1)ψn (2.69)

将式 (2.69) 代入式 (2.68)，便得到
ˆ +∞

−∞
(â+ψn)

∗
(â+ψn) dx = |cn|2

ˆ +∞

−∞
|ψn+1|2 dx = (n+ 1)

ˆ +∞

−∞
|ψn|2 dx (2.70)

ˆ +∞

−∞
(â−ψn)

∗
(â−ψn) dx = |dn|2

ˆ +∞

−∞
|ψn−1|2 dx = n

ˆ +∞

−∞
|ψn|2 dx (2.71)

由于上式中的 ψ 均是归一化的，可知 |cn|2 = n+ 1 , |dn|2 = n，故

â+ψn =
√
n+ 1ψn+1 , â−ψn =

√
nψn−1 (2.72)

我们可以先尝试着写出前几项：

ψ1 = â+ψ0,

ψ2 =
1√
2
â+ψ1 =

1√
2
(â+)

2
ψ0,

ψ3 =
1√
3
â+ψ2 =

1√
3× 2

(â+)
3
ψ0,

ψ4 =
1√
4
â+ψ3 =

1√
4× 3× 2

(â+)
4
ψ0

观察规律，可得

ψn =
1√
n!

(â+)
n
ψ0 (2.73)

同无限深方势阱一样，谐振子的定态也是相互正交的：
ˆ +∞

−∞
ψ∗
mψndx = δmn (2.74)

这意味着，当我们将 Ψ(x, 0) 按定态展开时，我们同样可以用式 (2.34) 的思路求展开系数，且
|cn|2 同样是测量能量得到 En 的概率.

2.3.3 解析法——幂级数解

让我们重新回到谐振子的薛定谔方程 (2.42). 我们引入一个无量纲的宗量：

ξ ≡
√
mω

h̄
x (2.75)

然后将式 (2.42) 中的 x 全部换成 ξ：

d2ψ

dξ2 =
(
ξ2 −K

)
ψ , K ≡ 2E

h̄ω
(2.76)

对于式 (2.76) 的微分方程，我们很难说能够一下子想到其解的形式. 不过当 ξ 非常大时，方程右

边的 K 可以扔掉：
d2ψ

dξ2 = ξ2ψ (2.77)
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其近似解为：

ψ (ξ) ≃ Ae−
ξ2

2 +Be
ξ2

2 (2.78)

含 B 的项是不能归一化的，因为当 x → ∞ 时，它将趋于无穷大，因此 B = 0. 于是我们猜测，
方程 (2.76) 的解应具有如下形式：

ψ (ξ) = h (ξ) e−ξ2/2 (2.79)

对猜测解求导有：

dψ
dξ =

(
dh
dξ − ξh

)
e−ξ2/2

d2ψ

dξ2 =

[
d2h

dξ2 − 2ξ
dh
dξ +

(
ξ2 − 1

)
h

]
e−ξ2/2

代入 (2.76)，整理得
d2h

dξ2 − 2ξ
dh
dξ + (K − 1)h = 0 (2.80)

我们来寻求式 (2.80) 的幂级数解：

h (ξ) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + · · · =

∞∑
j=0

ajξ
j (2.81)

对其逐项求导有

dh
dξ = a1 + 2a2ξ + 3a3ξ

2 + · · · =
∞∑
j=0

jajξ
j−1

d2h

dξ2 = 2a2 + 2× 3a3ξ + 3× 4a4ξ
2 + · · · =

∞∑
j=0

(j + 1) (j + 2) aj+2ξ
j

代入式 (2.80)，得到
∞∑
j=0

[(j + 1) (j + 2) aj+2 − 2jaj + (K − 1) aj ] ξ
j = 0 (2.82)

由 ξj 前面的系数为零，得

(j + 1) (j + 2) aj+2 − 2jaj + (K − 1) aj = 0 (2.83)

即

aj+2 =
(2j + 1−K)

(j + 1) (j + 2)
aj (2.84)

这个递推公式完全等价于薛定谔方程.如果知道 a0，它就能给出所有的偶系数；如果知道 a1，它

就能给出所有的奇系数. 这样一来，我们可以把完整的解拆分成奇偶两部分：

h (ξ) = heven (ξ) + hodd (ξ) (2.85)

其中

heven (ξ) ≡ a0 + a2ξ
2 + a4ξ

4 + · · ·

hodd (ξ) ≡ a1ξ + a3ξ
3 + a5ξ

5 + · · ·

但是这样得到的解并非都是可以归一化的. 分析过程略 (可参考格里菲斯)，如果想让解可归
一化，级数必须在某处中断，也就是存在一个最高的 j，记为 n，使得 an+2 = 0. 这样可以切断
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heven 或 hodd 的级数；对于没有切断的另一半，必须从零开始. 所以对于物理上可接受的解，式
(2.84) 要求：

K = 2n+ 1 (2.86)

再由 K ≡ 2E

h̄ω
，得到能量

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω , n = 0, 1, 2, · · · (2.87)

2.4 厄米多项式

让我们重新看看式 (2.80) 这个微分方程：

d2h

dξ2 − 2ξ
dh
dξ + (K − 1)h = 0

这个方程称为厄米方程，其级数解称为厄米多项式.

Hn (ξ) =
M∑

m=0

(−1)
m n!

m! (n− 2m)!
(2ξ)

n−2m (2.88)

式中求和上限 M 的表达式为

M =


n

2
(n = 0, 2, 4, · · · )

n− 1

2
(n = 1, 3, 5, · · · )

(2.89)

最终，谐振子薛定谔方程的归一化的定态解为：

ψn (x) =
(mω
πh̄

) 1
4 1√

2nn!
Hn (ξ) e−ξ2/2 (2.90)

此处省略了厄米多项式以及 ψn 归一化常数的推导，感兴趣的读者可参阅顾樵的《数学物理方

法》.

图 2.3: 前几阶 Hermite 多项式

2.5 自由粒子

对于自由粒子，处处势能为零：V (x) ≡ 0. 此时定态薛定谔方程为：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 = Eψ (2.91)
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将形式改写一下：
d2ψ

dx2 = −k2ψ , k ≡
√
2mE

h̄
(2.92)

这也是一个简单的谐振动微分方程. 我们将其解用指数形式表示：

ψ (x) = Aeikx +Be−ikx (2.93)

再加上时间因子 exp (−iEt/h̄)，则波函数为

Ψ(x, t) = A exp
[
ik
(
x− h̄k

2m
t

)]
+B exp

[
−ik

(
x+

h̄k

2m
t

)]
(2.94)

我们知道，任何函数以特定的组合 (x± vt) 依赖变量 x 和 t，都代表一个具有固定波形沿 ∓x 方
向以速度 v 传播的波. 式 (2.94) 右边的第一项代表一个向右传播的波，第二项代表一个向左传
播的波，二者能量相同. 这两个波的表达式的区别仅在于 k 的正负号，故我们可以写成

Ψk (x, t) = A exp
[
i
(
kx− h̄k2

2m
t

)]
(2.95)

k ≡ ±
√
2mE

h̄
,

k > 0 ⇒向右传播

k < 0 ⇒向左传播
(2.96)

显然，自由粒子的定态是传播着的波，它们的波长是 λ = 2π/ |k|，波速是

vquantum =
h̄ |k|
2m

=

√
E

2m
(2.97)

另一方面，具有能量 E = (1/2)mv2 的经典自由粒子的速度是

vclassical =

√
2E

m
= 2vquantum (2.98)

我们发现了一个问题：量子状态波函数的传播速度只有它所代表的粒子经典速度的一半. 不仅如
此，我们还有一个更严重的问题需要面对：这个波函数不可归一化. 因为

ˆ +∞

−∞
Ψ∗

kΨkdx = |A|2
ˆ +∞

−∞
dx = |A|2 (∞) (2.99)

对自由粒子而言，分离变量解并不代表物理上可实现的态. 一个自由粒子不能存在于一个定态；
换句话说，不存在一个自由粒子具有确定能量这样的事情.
但分离变量解依然具有重要的意义，因为含时薛定谔方程的一般解仍是分离变量解的线性

组合：

Ψ(x, t) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
ϕ (k) exp

[
i
(
kx− h̄k2

2m
t

)]
dk (2.100)

对于适当的 ϕ (k)，式 (2.100) 这个波函数是可以归一化的. 但是必须限制在 k 值的一个范围，因

此能量和速度也有一个范围，我们称这样的波为波包.
t = 0 时，初始波函数为

Ψ(x, 0) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
ϕ (k) eikxdk (2.101)

如果要求出 ϕ (k)，我们需要运用傅里叶分析中的 Plancherel 定理：

f (x) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
F (k) eikxdk ⇔ F (k) =

1√
2π

ˆ +∞

−∞
f (x) e−ikxdx (2.102)
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由此可得

ϕ (k) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
Ψ(x, 0) e−ikxdx (2.103)

下面让我们来探究一下波函数 (2.100) 所包含的关于速度的信息. 一个波包是正弦函数的叠
加，其振幅由 ϕ (k) 来调制，在一个“包络线”内含有“波纹”. 波纹的速度便是所谓相速度，而
包络线的速度便是所谓的群速度.

图 2.4: 一个波包

对应粒子速度的并不是相速度，而是群速度. 接下来证明：在量子力学中自由粒子波函数的
群速度是相速度的两倍.
首先我们可以考虑一个具有更一般形式的波包：

Ψ(x, t) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
ϕ (k) exp [i (kx− ωt)] dk (2.104)

假定 ϕ (k) 是某个 k0 处的一个狭窄分布，那我们便可以在这一点对 ω (k) 作泰勒展开，并保留

到一次项：

ω (k) ≃ ω0 + ω′
0 (k − k0) (2.105)

式中 ω′
0 是 ω 对 k 的导数在 k0 的取值. 然后作变量替换 s ≡ k− k0(这样能使积分区间的中心在

k0)，则式 (2.104) 变为：

Ψ(x, t) =
1√
2π

ˆ +∞

−∞
ϕ (k0 + s) exp {i [(k0 + s)x− (ω0 + ω′

0s) t]}ds

=
1√
2π

exp [i (k0x− ω0t)] ·
ˆ +∞

−∞
ϕ (k0 + s) exp [is (x− ω′

0t)]ds (2.106)

上式前半部分 (红色) 具有正弦波的形式，也就是我们说的“波纹”，它的速度为 ω0/k0(相速度).
此外，它被后半部分 (蓝色) 所调制，后半部分是一个关于 x − ω′

0t 的函数，它以速度 ω′
0 传播

(群速度). 因此：
vphase =

ω

k
, vgroup =

dω
dk (2.107)

在我们研究的问题中，ω =
h̄k2

2m
，代入上式有：

vquantum = vphase =
h̄k

2m
, vclassical = vgroup =

h̄k

m
(2.108)
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因此，我们得到

vclassical = 2vquantum (2.109)

2.6 δ 函数势

2.6.1 束缚态和散射态

目前为止，我们已经学习了定态薛定谔方程的两类非常不同的解：

• 无限深方势阱和谐振子：解可以归一化，一般解是求和的形式

• 自由粒子：解不能归一化，一般解是积分的形式

为了搞清楚这种区别的物理意义，我们要学习一个新的知识. 对于一个一维不含时势场，如果
V (x) 的两边都比粒子的总能量 E 高 (如图2.5a)，则粒子被限制在势阱内，它在两个拐点之间
运动，但它不能逃逸，我们称这种情况为束缚态. 如果 E 在一边或者两边超过 V (x)(如图2.5b)，
则它不能被囚禁在势场中，我们称这种情况为散射态.

(a) 束缚态 (b) 散射态

图 2.5: 两种不同的势场

薛定谔方程的两类解恰好对应束缚态和散射态. 在量子的范畴中，由于隧穿现象的存在，粒
子可以穿过任何有限的势垒，所以最关键的是无穷远处的势能：E < V (−∞)&V (+∞) →束缚态

E > V (−∞)&V (+∞) →散射态
(2.110)

而在现实世界中，大多数势场在无穷远处趋于零，所以上面的判据可以变得更加简洁：E < 0 →束缚态

E > 0 →散射态
(2.111)

对于无限深方势阱和谐振子，它们仅允许束缚态；而自由粒子的势处处为零，因此它仅允许散射

态. 之后我们将学习能允许两种态的势场.
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2.6.2 δ 函数

由量子力学大师狄拉克 (Dirac) 创建的 δ 函数是一个非常奇妙的函数，其定义如下：

δ (x) =

0, x ̸= 0

∞, x = 0
(2.112)

ˆ +∞

−∞
δ (x) dx = 1 (2.113)

图 2.6: δ 函数的图像

准确来说，它压根算不上一个函数，数学上将其称为广义函数.δ 函数有一个很重要的性质，
被称为“挑选性”： ˆ +∞

−∞
f (x) δ (x− a) dx = f (a) (2.114)

2.6.3 δ 函数势

考察下面形式的势场：

V (x) = −αδ (x) (2.115)

式中 α 为一个正常数. 将其代入定态薛定谔方程得：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 − αδ (x)ψ = Eψ (2.116)

由它可以得到束缚态和散射态.

束缚态

首先来看束缚态 (E < 0)，在 x < 0 区域 V (x) = 0，因此

d2ψ

dx2 = −2mE

h̄2
ψ = κ2ψ , κ =

√
−2mE

h̄
(2.117)

式 (2.117) 的一般解为：
ψ (x) = Ae−κx +Beκx (2.118)

由于 x→ −∞ 时第一项趋于无限大，因此必须有 A = 0，故

ψ (x) = Beκx (2.119)
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同理在 x > 0 区域也有 V (x) = 0，一般解的形式为 ψ (x) = F e−κx +Geκx. 当 x→ +∞ 时第二
项趋于无限大，因此 G = 0，有

ψ (x) = F e−κx (x > 0) (2.120)

下面我们需要利用在 x = 0 时的适当边界条件将两个函数结合在一起. 波函数 ψ 应满足：

1.ψ 总是连续的；
2.dψ/dx 在除了势是无穷大的点外是连续的.

由第一个边界条件，可得 B = F，因此

ψ (x) =

Beκx (x ⩽ 0)

Be−κx (x ⩾ 0)
(2.121)

图 2.7: δ 函数势的束缚态波函数，后面会解释 B =
√
κ

而第二个边界条件不能告诉我们任何事情，ψ 在 x = 0 处的导函数不连续完全是由于 δ 函

数决定的. 为了搞清楚 δ 函数的作用，我们进行更深入的分析. 对定态薛定谔方程从 −ε 到 +ε

积分，然后取当 ε→ 0 时的极限：

− h̄2

2m

ˆ +ε

−ε

d2ψ

dx2 dx+

ˆ +ε

−ε

V (x)ψ (x) dx = E

ˆ +ε

−ε

ψ (x) dx

−→lim
ε→0

(
− h̄2

2m

dψ
dx

∣∣∣∣+ε

−ε

)
+ lim

ε→0

ˆ +ε

−ε

V (x)ψ (x) dx = 0

−→∆

(
dψ
dx

)
≡ lim

ε→0

(
dψ
dx

∣∣∣∣
+ε

− dψ
dx

∣∣∣∣
−ε

)
=

2m

h̄2
lim
ε→0

ˆ +ε

−ε

V (x)ψ (x) dx (2.122)

一般情况下上式右边为零，因此在通常情况下 dψ/dx 是连续的. 而当 V (x) = −αδ (x) 时，式
(2.122) 给出：

∆

(
dψ
dx

)
= −2mα

h̄2
ψ (0) (2.123)

对我们此时的波函数 (2.121)，有

dψ
dx =

Bκeκx (x < 0)

−Bκe−κx (x > 0)
(2.124)

故
dψ
dx

∣∣∣∣
+

= −Bκ , dψ
dx

∣∣∣∣
−
= Bκ , ∆

(
dψ
dx

)
= −2Bκ (2.125)
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且 ψ (0) = B，将其与式 (2.125) 代入式 (2.123)，得到

κ =
mα

h̄2
(2.126)

由式 (2.117) 可得所允许的能量值为：

E = −κ
2h̄2

2m
= −mα

2

2h̄2
(2.127)

最后我们归一化波函数：

ˆ +∞

−∞
|ψ|2 dx = 2 |B|2

ˆ +∞

0

e−2κxdx =
|B|2

κ
= 1 −→ B =

√
κ =

√
mα

h̄
(2.128)

显然对于 δ 函数势阱，无论它的强度 α 如何，仅有一个束缚态：

ψ (x) =

√
mα

h̄
exp

(
−mα
h̄2

|x|
)
, E = −mα

2

2h̄2
(2.129)

散射态

下面我们分析散射态 (E > 0). 当 x < 0 时，薛定谔方程为

d2ψ

dx2 = −2mE

h̄2
ψ = −k2ψ , k ≡

√
2mE

h̄
(2.130)

一般解为

ψ (x) = Aeikx +Be−ikx (2.131)

此时两项都不能丢掉，因为它们都不趋于无穷大. 同理，对 x > 0，有

ψ (x) = F eikx +Ge−ikx (2.132)

由第一个边界条件，ψ (x) 在 x = 0 连续，因此

A+B = F +G (2.133)

然后再看导函数在 x = 0 处的左右极限：

x < 0 :
dψ
dx = ik

(
Aeikx −Be−ikx) , dψ

dx

∣∣∣∣
−
= ik (A−B) (2.134)

x > 0 :
dψ
dx = ik

(
F eikx −Ge−ikx) , dψ

dx

∣∣∣∣
+

= ik (F −G) (2.135)

代入式 (2.123)，便得

∆

(
dψ
dx

)
= ik (F −G−A+B) = −2mα

h̄2
(A+B) (2.136)

或者写成

F −G = A (1 + 2iβ)−B (1− 2iβ) , β ≡ mα

h̄2k
(2.137)

我们最好在此处停一下，因为我们现在有四个未知数 A,B, F,G，但是却只有两个方程，所

以我们有必要思考一下这些数的物理意义. 我们知道 exp (ikx) 是向右传播的波，exp (−ikx) 是
向左传播的波. 因此由式 (2.131) 可知，A 是从左边过来的波的振幅，B 是返回左边的波的振幅；
由式 (2.132) 可知，F 是向右离开的波的振幅，G 是从右边过来的波的振幅.
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图 2.8: 关于 A,B, F,G 的解释

在通常的散射实验中，粒子是由一个方向入射的——假设从左边入射，那么从右边入射的波

的振幅将为零：

G ≡ 0 (2.138)

A 是入射波的振幅，B 是反射波的振幅，F 是透射波的振幅. 然后联立式 (2.133) 和 (2.137)，我
们便得

B =
iβ

1− iβA , F =
1

1− iβA (2.139)

我们又知道在一个特定区域发现粒子的概率是 |ψ|2，所以入射粒子被反射回来的相对概率是

R ≡ |B|2

|A|2
=

β2

1 + β2
(2.140)

R 被称为反射系数，如果入射一束粒子，它表示的是被反射回来的粒子的比例. 同理，透射系数
定义为

T ≡ |F |2

|A|2
=

1

1 + β2
(2.141)

当然这两个系数加起来应该为 1：
R+ T = 1 (2.142)

我们又注意到，R, T 是 β 的函数，因此也是能量 E 的函数：

R =
1

1 +
(
2h̄2E/mα2

) , T =
1

1 +
(
mα2/2h̄2E

) (2.143)

可以看出，能量越高，透射概率越大.

2.7 有限深方势阱

考虑下面形式的势场：

V (x) =

−V0,−a ⩽ x ⩽ a

0, |x| > a
(2.144)

式中 V0 为正常数. 和 δ 函数势阱一样，有限深方势阱允许有束缚态和散射态. 下面我们先讨论
束缚态 (E < 0).
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图 2.9: 有限深方势阱

• 当 x < −a 时，V ≡ 0，定态薛定谔方程为：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 = Eψ (2.145)

可以把上式写成：
d2ψ

dx2 = κ2ψ , κ ≡
√
−2mE

h̄
(2.146)

其一般解为 ψ (x) = A exp (−κx) +B exp (κx). 但由于 x→ −∞ 时第一项会发散，因此必
须有 A = 0，故

ψ (x) = B exp (κx) , x < −a (2.147)

• 当 −a < x < a 时，V (x) = −V0，薛定谔方程为：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 − V0ψ = Eψ (2.148)

或写成
d2ψ

dx2 = −l2ψ , l ≡
√
2m (E + V0)

h̄
(2.149)

虽然 E 是负数，但事实上它必定大于 −V0
1，因此 l 是一个正实数. 一般解为：

ψ (x) = C sin (lx) +D cos (lx) , −a < x < a (2.150)

• 当 x > a 时，势依然恒为零，很容易写出解的形式为 ψ (x) = F exp (−κx)+G exp (κx). 但
是当 x→ ∞ 时第二项会发散，因此

ψ (x) = F exp (−κx) , x > a (2.151)

下面我们就需要考虑边界条件了：ψ 和 dψ/dx 应在 −a 和 a 处连续. 由于势函数 V (x) 是

偶函数，所以我们假设 ψ (x) 具有奇偶性来简化问题. 此处我们讨论偶函数解，即

ψ (x) =


F exp (−κx) , x > a

D cos (lx) , 0 < x < a

ψ (−x) , x < 0

(2.152)

由 ψ 在 x = a 连续，可得

F exp (−κa) = D cos (la) (2.153)
1
这是一个定理：对于定态薛定谔方程的每个归一化的解，E 必定要大于 V (x) 的最小值. 读者不妨先将它记住.
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由 dψ/dx 在 x = a 连续，可得

−κF exp (−κa) = −Dl sin (la) (2.154)

将式 (2.154) 除以 (2.153) 便得
κ = l tan (la) (2.155)

我们仔细观察上式，由于 κ 和 l 都是关于 E 的函数，因此上式事实上是一个 E 的方程，它告诉

我们允许的能量值有哪些. 为了求解，我们引入一些记号：

z ≡ la , z0 ≡
a

h̄

√
2mV0 (2.156)

结合 κ 和 l 的定义，稍加计算可得 (建议读者自己去推一次)：

tan z =
√(z0

z

)2
− 1 (2.157)

式 (2.157) 显然是个超越方程，只有通过数值法或者图像法去分析. 我们可以在同一坐标系中画
出 tan z 和

√
(z0/z)

2 − 1 的图像，然后寻找它们的交点.

图 2.10: 式 (2.157) 的图解，取 z0 = 8

1. 深宽势阱：当 z0非常大时，意味着 a和 V0会很大，此时的势阱很宽很深，曲线

√
(z0/z)

2 − 1

的图像会减小得比较缓慢. 并且两曲线的交点会非常靠近 nπ/2(n 为奇数)，因此有

zn =

√
2m (En + V0)

h̄
a ≃ nπ

2
−→ En + V0 ≃

n2π2h̄2

2m (2a)
2 (2.158)

我们发现，上式最右边的部分，正好就是势阱宽度为 2a 的一维无限深势阱的能级 (见
式2.27). 但是此处 n 只能取奇数，这是因为我们认定解为偶函数. 所以如果你让解为奇
函数，或许就会出现另一半了. 当 V0 → ∞ 时，有限深方势阱转化为无限深方势阱；但对
于有限的 V0，仅允许有限个束缚态，因为曲线

√
(z0/z)

2 − 1 最终一定会与水平轴相交.

2. 浅窄势阱：当 z0 减小时，两曲线交点个数减少，但无论如何一定至少有一个交点！

束缚态的分析就到此为止，下面我们分析散射态 (E > 0). 具体的薛定谔方程就不列了，相
信读者已非常熟练，这里直接给出结果.

• 当 x < −a 时，解为

ψ (x) = A exp (ikx) +B exp (−ikx) , k ≡
√
2mE

h̄
(2.159)
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• 当 −a < x < a 时，解为

ψ (x) = C sin (lx) +D cos (lx) , l ≡
√
2m (E + V0)

h̄
(2.160)

• 当 x > a 时，假设没有入射波，则解为

ψ (x) = F exp (ikx) (2.161)

这里 A 为入射波振幅，B 为反射波振幅，F 为透射波振幅.
然后由边界条件，我们可以列出一些方程：

1. 由 ψ 在 −a 连续，可得：

A exp (−ika) +B exp (ika) = −C sin (la) +D cos (la) (2.162)

2. 由 dψ/dx 在 −a 连续，可得：

ik [A exp (−ika)−B exp (ika)] = l [C cos (la) +D sin (la)] (2.163)

3. 由 ψ 在 a 连续，可得：

C sin (la) +D cos (la) = F exp (ika) (2.164)

4. 由 dψ/dx 在 a 连续，可得：

l [C cos (la)−D sin (la)] = ikF exp (ika) (2.165)

我们一口气得到了四个方程，但我们要清楚一点：我们并不需要 C 和 D，所以要想办法消去.复
杂的数学计算下面就不做了，但是读者一定要自己去算一遍哦，可以极大锻炼耐心. 最终结果为：

B = i sin (2la)

2kl

(
l2 − k2

)
F (2.166)

F =
exp (−2ika)A

cos (2la)− i (k2+l2)
2kl

sin (2la)
(2.167)

透射系数 T = |F |2 / |A|2，用最初的变量表示为：

T−1 = 1 +
V 2
0

4E (E + V0)
sin2

(
2a

h̄

√
2m (E + V0)

)
(2.168)

图 2.11: T 与 E 的函数关系



2.7. 有限深方势阱 29

观察式 (2.168)，当正弦部分为零，即

2a

h̄

√
2m (En + V0) = nπ −→ En + V0 =

n2π2h̄2

2m (2a)
2 (2.169)

这恰好是一维无限深方势阱所允许的能量，此时 T = 1，势阱完全成为“透明”的.



3 形式理论

3.1 希尔伯特空间

波函数和算符是量子理论的两块基石. 体系的状态用波函数表示，可观测量用算符表示. 从
数学上看，我们可以把波函数看成矢量，算符相当于线性变换作用于矢量之上，因此量子力学最

重要的数学语言是线性代数.
我们先简单回顾一些基本知识. 在 N 维空间中，可以用对应一套正交归一基矢的分量 {an}

的一个列 (行) 矩阵表示一个矢量 |α⟩：

|α⟩ → a =


a1

a2
...
aN

 (3.1)

两个矢量的内积 ⟨α|β⟩ 是一个复数：

⟨α|β⟩ = a∗1b1 + a∗2b2 + · · · a∗NbN (3.2)

线性变换 T 用矩阵来表示，通过普通的矩阵乘法作用于矢量之上，从而得到新的矢量：

|β⟩ = T |α⟩ → b = Ta =


t11 t12 · · · t1N

t21 t22 · · · t2N
...

...
...

tN1 tN2 · · · tNN




a1

a2
...
aN

 (3.3)

但在量子力学中，我们遇到的“矢量”是函数，它们存在于无穷维空间中. 所有关于 x 的函

数的集合构成了一个矢量空间，但是我们只需要它的一个子空间. 因为并不是所有的函数都可以
充当波函数，它至少得是可归一化的. 为此，引入一个特殊的矢量空间：所有在特定区域 (通常
是 ±∞) 的平方可积函数的集合 {

f (x)

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

|f (x)|2 dx <∞

}
(3.4)

称为希尔伯特空间. 因此，波函数存在于希尔伯特空间之中.
我们可以定义两个函数 f (x) 和 g (x) 的内积：

⟨f |g⟩ ≡
ˆ b

a

f (x)
∗
g (x) dx (3.5)

30
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如果 f 和 g 都是平方可积的，那么它们的内积必然存在. 这一点可从施瓦茨 (Schwarz) 不等式
得出： ∣∣∣∣∣

ˆ b

a

f (x)
∗
g (x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽
√ˆ b

a

|f (x)|2 dx ·
ˆ b

a

|g (x)|2 dx (3.6)

关于内积有下面两条重要的性质：

1. 交换内积的顺序，结果需要取复共轭

⟨g|f⟩ = ⟨f |g⟩∗ (3.7)

2. f (x) 与自身的内积

⟨f |f⟩ =
ˆ b

a

|f (x)|2 dx (3.8)

是一个非负实数，仅当 f (x) = 0 时取零.

最后再补充一些概念. 如果一个函数与自身的内积为 1，我们称之为归一化的；如果两个函
数的内积为 0，那么这两个函数是正交的；如果一组函数即是归一化的也是相互正交的，则称它
们为正交归一的.

3.2 可观测量

3.2.1 厄米算符

在前面章节已经提到，一个可观测量 Q (x, p) 的期望值可由下式计算：

⟨Q⟩ =
ˆ

Ψ∗Q̂Ψdx =
〈
Ψ
∣∣∣Q̂Ψ

〉
(3.9)

由于现实世界的观测值应该都是实数，因此有

⟨Q⟩ = ⟨Q⟩∗ −→
〈
Ψ
∣∣∣Q̂Ψ

〉
=
〈
Q̂Ψ
∣∣∣Ψ〉 (3.10)

上式对任意波函数 Ψ 都成立，因此算符 Q̂ 具有非常奇妙的性质. 我们定义：如果对于任意函数
f，都有 〈

f
∣∣∣Q̂f〉 =

〈
Q̂f
∣∣∣f〉 (3.11)

则称算符 Q̂ 为厄米算符. 式 (3.11) 实质上告诉我们：厄米算符既可以作用于内积的左侧，也可
以作用于右侧，结果都一样.

可观测量由厄米算符表示.

3.2.2 确定值态

我们在前面已经提到，总能量的每次测量结果都是确定的 E，这是否与量子力学的不确定

性相违背呢？事实上，对于一个可观测量 Q，我们可以找到一个态，使得每一次观测 Q 都得到

同样的值，况且将这种态称为 Q 的确定值态.
我们设每次测量的结果都是 q，那么显然有 ⟨Q⟩ = q，且 Q 的方差为零：

σ2 =

〈(
Q̂− ⟨Q⟩

)2〉
=

〈
Ψ

∣∣∣∣(Q̂− ⟨Q⟩
)2

Ψ

〉
=
〈(
Q̂− q

)
Ψ
∣∣∣(Q̂− q

)
Ψ
〉
= 0 (3.12)



32 CHAPTER 3. 形式理论

再由前面学习的内积的性质，得到(
Q̂− q

)
Ψ = 0 −→ Q̂Ψ = qΨ (3.13)

式 (3.13) 称为算符 Q̂ 的本征方程；Ψ 是 Q̂ 的一个本征函数，q 是相对应的本征值，因此

确定值态是 Q̂ 的本征函数.

一个算符的所有本征值的集合称为这个算符的谱.有时候两个或多个线性独立的本征函数具有相
同的本征值，这种情况称为谱的简并.

3.3 厄米算符的本征函数

接下来我们将把分析重点放在厄米算符上. 在第二章我们介绍了两种不同的情况：如果谱是
分立的，则本征函数处于希尔伯特空间中并且构成物理上可实现的态；如果谱是连续的，则本征

函数不可归一化，且不能代表可能的波函数. 某些算符仅有分立谱 (如谐振子的哈密顿)，某些仅
有连续谱 (如自由粒子的哈密顿)；还有一些既有分立谱又有连续谱 (如有限深方势阱的哈密顿).
我们将先处理分立谱，再考虑连续谱.

3.3.1 分立谱

数学上，厄米算符可归一化的本征函数具有下述重要性质：

• 定理 1 它们的本征值是实数.

• 定理 2 属于不同本征值的本征函数是正交的.

• 公理 厄米矩阵的本征矢可构成一个向量空间.

上述性质的证明略.

3.3.2 连续谱

当厄米算符的谱连续时，某种意义上三个基本的性质 (实数性、正交性、完备性) 依然成立.
我们将通过一些具体的例子来学习它们.

例 1 求动量算符的本征值与本征函数.

解 设 fp (x) 是本征函数，p 是对应的本征值，代入式 (3.13) 得到：

h̄

i
d

dxfp (x) = pfp (x) (3.14)

其一般解是：

fp (x) = A exp
(

ip
h̄
x

)
(3.15)

对于任意的 p 值，它都不是平方可积的. 但如果限定实数本征值，我们可以构造一个人为的正交
归一性： ˆ +∞

−∞
f∗
p′ (x) fp (x) dx = |A|2

ˆ +∞

−∞
exp

[
i (p− p′)

h̄
x

]
dx (3.16)
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计算上式需要利用数学物理方法中傅里叶变换的相关技巧.我们知道对于复数指数函数的傅里叶
变换，有： ˆ +∞

−∞
exp (ikx) dx = 2πδ (k) (3.17)

于是令 m =
p− p′

h̄
，则式 (3.16) 变为：

|A|2
ˆ +∞

−∞
exp (imx) dx = |A|2 2πδ (m) = |A|2 2πδ

(
p− p′

h̄

)
(3.18)

再利用 δ 函数的缩放性：δ (ax) =
1

|a|
δ (x)，最终积分结果为

|A|2 2πh̄δ (p− p′) (3.19)

取 A = 1/
√
2πh̄，则本征函数为：

fp (x) =
1√
2πh̄

exp
(

ip
h̄
x

)
(3.20)

且有

⟨fp′ (x)|fp (x)⟩ = δ (p− p′) (3.21)

上式看起来很像真正的正交归一性，但是此时指标 p 是连续的变量，且 Kronecker 符号变成了
狄拉克 δ 符号. 鉴于此，我们将式 (3.21) 称为狄拉克正交归一性.
最重要的是，本征函数依然是完备的. 只不过要将求和改为积分：

f (x) =

ˆ +∞

−∞
c (p) fp (x) dp = 1√

2πh̄

ˆ +∞

−∞
c (p) exp

(
ip
h̄
x

)
dp (3.22)

然后可以利用正交性求得系数 (此时是一个函数 c (p))：

⟨fp′ |f⟩ =
ˆ +∞

−∞
c (p) ⟨fp′ |fp⟩ dp =

ˆ +∞

−∞
c (p) δ (p− p′) dp = c (p′) (3.23)

式 (3.20) 说明，动量算符的本征函数是正弦曲线，它的波长是：

λ =
2πh̄

p
(3.24)

这正是前面提到的德布罗意公式. 我们要提一句：虽然动量算符 p̂ 没有本征函数存在于希尔伯特

空间内，但是其中的一部分仍具有正交归一的良好性质，因此它们依然是很有用的.
最后我们再来看一个例子，巩固我们所学的知识.

例 2 求位置算符的本征值与本征函数.

解 设本征函数为 gy (x)，对应的本征值为 y，则

xgy (x) = ygy (x) (3.25)

其中，y 是一个常数，而 x 是一个连续的变量. 显然，上式如果要成立，gy (x) 只能在 x = y 时

的取值不为零，在其他地方都为零. 无疑，δ 函数是最好的“人选”：

gy (x) = Aδ (x− y) (3.26)
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它依然具有正交归一性：

ˆ +∞

−∞
g∗y′ (x) gy (x) dx = |A|2

ˆ +∞

−∞
δ (x− y′) δ (x− y) dx = |A|2 δ (y − y′) (3.27)

如果我们取 A = 1，就有

gy (x) = δ (x− y) , ⟨gy′ |gy⟩ = δ (y − y′) (3.28)

同时，这些本征函数也是完备的：

f (x) =

ˆ +∞

−∞
c (y) gy (x) dy =

ˆ +∞

−∞
c (y) δ (x− y) dy (3.29)

易知：

c (y) = f (y) (3.30)

3.4 广义统计诠释

话不多说，我们首先看看广义统计诠释的内容：

广义统计诠释 如果测量一个处于 Ψ(x, t) 态的粒子的可观测量 Q (x, p)，那么其结果

一定是厄米算符 Q̂ (x,−ih̄d/dx) 的一个本征值.
• 如果 Q̂的谱是分立的，得到与正交归一本征函数 fn (x)相应的本征值 qn 的概率是

|cn|2 , 其中 cn = ⟨fn|Ψ⟩

• 如果 Q̂ 的谱是连续的，且具有实数本征值 q (z) 以及狄拉克正交归一的本征函数

fz (x)，则得到结果在范围 dz 的概率是

|c (z)|2 dz , 其中 c (z) = ⟨fz|Ψ⟩

我们发现，广义统计诠释涵盖了我们前面讲的几乎所有内容. 事实上，它和薛定谔方程一起，
构成了量子力学的基础.
统计诠释可以帮助我们更好地理解：一个力学量的本征函数是完备的，波函数可以写成它们

的线性组合

Ψ(x, t) =
∑
n

cnfn (x) (3.31)

用通俗的话来说，cn 告诉我们 Ψ 中包含有多少 fn. 由于概率是由波函数的模方决定的，因此得
到本征值 qn 的概率实际上应是 |cn|2. 既然是概率，由概率论相关知识我们可以很自然写出下面
的一些结论：

1. 总的概率必须为 1. ∑
n

|cn|2 = 1 (3.32)

2. Q 的期望值应该是任何可能的本征值与相应概率乘积的求和.

⟨Q⟩ =
∑
n

qn |cn|2 (3.33)
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下面我们用本节所学的知识，对原先的位置测量和动量测量的统计诠释进行论述. 首先来看
位置，测量一个处于 Ψ 态的粒子的坐标 x，其结果一定是坐标算符的一个本征值. 我们已经知道
本征函数 gy (x) = δ (x− y)，因此

c (y) = ⟨gy|Ψ⟩ =
ˆ +∞

−∞
δ (x− y)Ψ (x, t) dx = Ψ(y, t) (3.34)

所以，得到结果处于某一范围 dy 内的概率为 |Ψ(y, t)|2 dy，这符合前面章节的解释.

再来看看动量，我们知道动量算符的本征函数为 fp (x) =
1√
2πh̄

exp
(

ip
h̄
x

)
，因此

c (p) = ⟨fp|Ψ⟩ = 1√
2πh̄

ˆ +∞

−∞
exp

(
− ip
h̄
x

)
Ψ(x, t) dx (3.35)

我们将上式称为动量空间波函数，记为 Φ(p, t). 易知 Φ(p, t) 与 Ψ(x, t) 互为傅里叶变换与逆变

换：

Φ(p, t) =
1√
2πh̄

ˆ +∞

−∞
exp

(
− ip
h̄
x

)
Ψ(x, t) dx (3.36)

Ψ(x, t) =
1√
2πh̄

ˆ +∞

−∞
exp

(
ip
h̄
x

)
Φ(p, t) dp (3.37)

根据广义统计诠释，对动量的测量得到结果在 dp 范围内的概率是

|Φ(p, t)|2 dp (3.38)

3.5 不确定原理

3.5.1 一般证明

对于任何一个可观测量 A，由式 (3.12) 可知其方差为：

σ2
A =

〈(
Â− ⟨A⟩

)
Ψ
∣∣∣(Â− ⟨A⟩

)
Ψ
〉
= ⟨f |f⟩ (3.39)

其中

f ≡
(
Â− ⟨A⟩

)
Ψ (3.40)

同理，对另外的可观测量 B，有

σ2
B = ⟨g|g⟩ , g ≡

(
B̂ − ⟨B⟩

)
Ψ (3.41)

利用 Schwarz 不等式 (3.6)，可写出

σ2
Aσ

2
B = ⟨f |f⟩ ⟨g|g⟩ ⩾ |⟨f |g⟩|2 (3.42)

在数学物理方法中，我们曾学过：对一个复数 z，有

|z|2 = [Re (z)]2 + [Im (z)]
2 ⩾ [Im (z)]

2
=

[
1

2i (z − z∗)

]2
(3.43)

将上式中的 z 换成 ⟨f |g⟩，便得到

σ2
Aσ

2
B ⩾ |⟨f |g⟩|2 ⩾

(
1

2i [⟨f |g⟩ − ⟨g|f⟩]
)2

(3.44)
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对于 ⟨f |g⟩，请允许我再做一次复杂的运算：

⟨f |g⟩ =
〈(
Â− ⟨A⟩

)
Ψ
∣∣∣(B̂ − ⟨B⟩

)
Ψ
〉

=
〈
Ψ
∣∣∣(Â− ⟨A⟩

)(
B̂ − ⟨B⟩

)
Ψ
〉

=
〈
Ψ
∣∣∣(ÂB̂ − Â ⟨B⟩ − B̂ ⟨A⟩+ ⟨A⟩ ⟨B⟩

)
Ψ
〉

=
〈
Ψ
∣∣∣ÂB̂Ψ

〉
− ⟨B⟩

〈
Ψ
∣∣∣ÂΨ〉− ⟨A⟩

〈
Ψ
∣∣∣B̂Ψ

〉
+ ⟨A⟩ ⟨B⟩ ⟨Ψ|Ψ⟩

=
〈
ÂB̂
〉
− ⟨B⟩ ⟨A⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩+ ⟨A⟩ ⟨B⟩

=
〈
ÂB̂
〉
− ⟨A⟩ ⟨B⟩ (3.45)

同理，有

⟨g|f⟩ =
〈
B̂Â
〉
− ⟨A⟩ ⟨B⟩ (3.46)

因此

⟨f |g⟩ − ⟨g|f⟩ =
〈
ÂB̂
〉
−
〈
B̂Â
〉
=
〈
ÂB̂ − B̂Â

〉
=
〈[
Â, B̂

]〉
(3.47)

最后，将式 (3.47) 代入式 (3.44)，便得到

σ2
Aσ

2
B ⩾

(
1

2i

〈[
Â, B̂

]〉)2

(3.48)

这就是更加普遍的不确定原理.
利用它，我们可以证明第一章提到的海森堡不确定原理 (1.23). 令第一个可观测量为坐标

(Â = x)，第二个可观测量为动量 (B̂ =
h̄

i
d

dx)，我们已经学习了正则对易关系

[x̂, p̂] = ih̄ (3.49)

因此

σ2
xσ

2
p ⩾

(
1

2i ih̄
)2

=

(
h̄

2

)2

−→ σxσp ⩾ h̄

2
(3.50)

下面我们再做一些补充说明. 事实上，对于每一对其算符不对易的可观测量都存在一个“不
确定原理”. 不确定原理并不是量子力学中的一个额外假设，而是统计诠释的结果. 我们可以谈
谈它具体是怎么起作用的. 以粒子的坐标和动量为例，当我们测量了粒子的坐标，波函数会发生
坍缩，其傅里叶变换 (动量) 的分布会变得非常宽. 如果我们再去测量动量，此时粒子的位置已
不在第一次测量的位置. 所以，我们不能同时精确知道粒子的位置和动量.

3.5.2 最小不确定波包

对于什么样的波函数，不确定原理中的不等式可以取到等号，也就是说该波函数某种意义

上具有最小的不确定性呢？我们可以回过头看看推导过程，一共有两处出现了不等式，分别是

(3.42) 和 (3.43). 下面我们想办法让它们变成等式：

• 若函数 g (x) 是 f (x) 的倍数，即 g (x) = cf (x)，注意 c 是一个复数，则 Schwarz 不等式
变成等式.

• 当 z 为纯虚数，即 Re (z) = 0，则式 (3.43) 变为等式. 也就是说，我们要求

Re ⟨f |g⟩ = Re (c ⟨f |f⟩) = 0 (3.51)

由于 ⟨f |f⟩ 是实数，这就要求 c 必然是纯虚数，我们可以将它表示为 ia.
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结合上面两点，最小不确定成立的条件就变为了

g (x) = iaf (x) , a ∈ R (3.52)

代入坐标和动量算符有 (
h̄

i
d

dx − ⟨p⟩
)
Ψ = ia (x− ⟨x⟩)Ψ (3.53)

这个方程的一般解为：

Ψ = A exp
[
−a (x− ⟨x⟩)2

2h̄

]
exp

[
i ⟨p⟩x
h̄

]
(3.54)

这是一个高斯波包.

3.5.3 能量-时间不确定原理

坐标-动量不确定原理常写成下面的形式：

∆x∆p ⩾ h̄

2
(3.55)

式中 ∆ 表示不确定度. 但同时，上式又常常与下面的能量-时间不确定原理伴随出现：

∆t∆E ⩾ h̄

2
(3.56)

接下来我们将简要推导能量-时间不确定原理，读者要始终清楚，虽然它的形式看上去与和坐
标-动量不确定原理差不多，但它实际上是另一个完全不同的概念.
首先，如果要衡量一个体系随时间变化有多快，我们可以考察某个可观测量的期望值对时间

的导数：

d
dt ⟨Q⟩ = d

dt

〈
Ψ
∣∣∣Q̂Ψ

〉
=

〈
∂Ψ

∂t

∣∣∣∣Q̂Ψ

〉
+

〈
Ψ

∣∣∣∣∣∂Q̂∂t Ψ
〉

+

〈
Ψ

∣∣∣∣Q̂∂Ψ∂t
〉

(3.57)

再由薛定谔方程：

ih̄∂Ψ
∂t

= ĤΨ (3.58)

于是

d
dt ⟨Q⟩ =

〈
1

ih̄ ĤΨ

∣∣∣∣Q̂Ψ

〉
+

〈
∂Q̂

∂t

〉
+

〈
Ψ

∣∣∣∣Q̂ 1

ih̄ ĤΨ

〉

= − 1

ih̄

〈
ĤΨ

∣∣∣Q̂Ψ
〉
+

1

ih̄

〈
Ψ
∣∣∣Q̂ĤΨ

〉
+

〈
∂Q̂

∂t

〉

=
i
h̄

[〈
Ψ
∣∣∣ĤQ̂Ψ

〉
−
〈
Ψ
∣∣∣Q̂ĤΨ

〉]
+

〈
∂Q̂

∂t

〉

=
i
h̄

[〈
ĤQ̂

〉
−
〈
Q̂Ĥ

〉]
+

〈
∂Q̂

∂t

〉

=
i
h̄

〈[
Ĥ, Q̂

]〉
+

〈
∂Q̂

∂t

〉
(3.59)

式 (3.59) 是一个十分有趣的结果，它告诉我们算符期望值的变化率决定于此算符与哈密顿的对
易式.
然后我们令广义不确定原理 (3.48) 中 A = H,B = Q，并假设 Q 不显含时间，则

σ2
Hσ

2
Q ⩾

(
1

2i

〈[
Ĥ, Q̂

]〉)2

=

(
1

2i
h̄

i
d ⟨Q⟩

dt

)2

=

(
h̄

2

)2(d ⟨Q⟩
dt

)2

(3.60)
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或

σHσQ ⩾ h̄

2

∣∣∣∣d ⟨Q⟩
dt

∣∣∣∣ (3.61)

我们定义

∆E ≡ σH , ∆t ≡ σQ
|d ⟨Q⟩ /dt| (3.62)

则有

∆E∆t ⩾ h̄

2
(3.63)

由 ∆t 的定义能看出：∆t 表示 Q 的期待值变化一个标准差所需时间的多少. 同时，如果
∆E 很小的话，则可观测量的变化速率一定是非常缓慢的；换言之，假如一可观测量变化很快的

话，能量的不确定性就越大.

3.6 矢量和算符

3.6.1 希尔伯特空间中的基底

假设二维空间中有一个矢量 A，当我们选择不同的基底时，它具有不同的分量. 但无论选择
哪一组基底，矢量都是同一个矢量，不依赖于人为选择的基底.

 

图 3.1: 同一矢量在不同基底下的分量

在量子力学中，体系的状态由希尔伯特空间中的矢量 |S (t)⟩ 描述. 我们在前面已经知道，位
置算符和动量算符的本征函数都是完备的，所以我们可以将 |S (t)⟩ 用这些完备的函数族来表示.

• 当用位置算符的本征函数展开时，波函数 Ψ(x, t) 便是展开系数

Ψ(x, t) = ⟨x|S (t)⟩ (3.64)

式中 |x⟩ 表示位置算符 x̂ 对应于本征值 x 的本征函数.

• 当用动量算符的本征函数展开时，动量空间波函数 Φ(p, t) 便是展开系数

Φ(p, t) = ⟨p|S (t)⟩ (3.65)

式中 |p⟩ 表示动量算符 p̂ 对应于本征值 p 的本征函数.

• 除此之外，还可以用能量的本征函数展开：

cn (t) = ⟨n|S (t)⟩ (3.66)

式中 |n⟩ 表示能量算符 Ĥ 的第 n 个本征函数.
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上面的三种表示方法，表示的是同一个对象：

|S (t)⟩ →
ˆ

Ψ(y, t) δ (x− y) dy =

ˆ
Φ(p, t)

1√
2πh̄

exp
(

ip
h̄
x

)
dp

=
∑

cn exp
(
− iEn

h̄
t

)
ψn (x) (3.67)

可观测量用算符表示，算符是希尔伯特空间中的线性变换，它能将一个矢量变换为另一个矢

量：

|β⟩ = Q̂ |α⟩ (3.68)

那我们怎么去表示一个算符呢？我们知道矢量可由其在一组基底下的分量表示：

|α⟩ =
∑
n

an |en⟩ , |β⟩ =
∑
n

bn |en⟩ , an = ⟨en|α⟩ , bn = ⟨en|β⟩ (3.69)

那么算符可以用矩阵来表示，矩阵元为

⟨em|Q̂|en⟩ ≡ Qmn (3.70)

我们可以将式 (3.69) 代入式 (3.68)，得到∑
n

bn |en⟩ =
∑
n

anQ̂ |en⟩ (3.71)

左右两边同时与 |em⟩ 做内积，得∑
n

bn ⟨em|en⟩ =
∑
n

an⟨em|Q̂|en⟩ −→
∑
n

bnδmn =
∑
n

anQmn (3.72)

即

bm =
∑
n

Qmnan (3.73)

因此，Q̂ 的矩阵元告诉我们如何对矢量的分量进行变换.
下面我们讨论一个较为简单的例子，此时系统允许存在的线性独立的态是有限的，设为 N

个，那么 |S (t)⟩ 处于 N 维矢量空间中，它可以写成一个 N 维列矩阵，且算符可写成 N 阶方阵.

中微子振荡 设想系统只有两个线性独立的态：

|1⟩ =

(
1

0

)
, |2⟩ =

(
0

1

)

最一般的态是它们归一化的线性组合：

|S⟩ = a |1⟩+ b |2⟩ =

(
a

b

)
, |a|2 + |b|2 = 1

系统的哈密顿可以表示为一个厄米矩阵，假定它具有下面的形式：

H =

(
h g

g h

)

其中 g 和 h 都是实常数. 设系统的初始态为 |1⟩，那么它在 t 时刻的态是什么？
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解 无论如何，我们先写出薛定谔方程：

ih̄ d
dt |S (t)⟩ = Ĥ |S (t)⟩ (3.74)

一般地，我们总是先解定态薛定谔方程：

Ĥ |S⟩ = E |S⟩ (3.75)

利用线性代数的知识，我们知道 |S⟩ 和 E 为矩阵 H 的本征矢与本征值：

det
(
h− E g

g h− E

)
= (h− E)

2 − g2 = 0 −→ E± = h± g (3.76)

也就是说，允许的能量值为 (h+ g) 和 (h− g). 为了求出本征矢，我们写出(
h g

g h

)(
α

β

)
= (h± g)

(
α

β

)
−→ β = ±α (3.77)

因此，归一化的本征矢为

|S±⟩ =
1√
2

(
1

±1

)
(3.78)

下面我们把系统的初态展开为本征矢的线性组合：

|S (0)⟩ =

(
1

0

)
=

1√
2
(|S+⟩+ |S−⟩) (3.79)

最后，加入标准含时因子 exp
(
− iEn

h̄
t

)
：

|S (t)⟩ = 1√
2

[
exp

(
− i (h+ g)

h̄
t

)
|S+⟩+ exp

(
− i (h− g)

h̄
t

)
|S−⟩

]
=

1

2
exp

(
− iht
h̄

)[
exp

(
− igt
h̄

)(
1

1

)
+ exp

(
igt
h̄

)(
1

−1

)]

=
1

2
exp

(
− iht
h̄

) exp
(
− igt
h̄

)
+ exp

(
igt
h̄

)
exp

(
− igt
h̄

)
− exp

(
igt
h̄

)


= exp
(
− iht
h̄

) cos
(
gt

h̄

)
−i sin

(
gt

h̄

)
 (3.80)

3.6.2 狄拉克符号

狄拉克提议将内积符号 ⟨α|β⟩ 分成左右两个部分，左边的 ⟨α| 称为左矢 (bra)，右边的 |β⟩
称为右矢 (ket)1. 我们知道后者是一个矢量，那前者是什么呢？当左矢从右边与一个矢量结合时，
它会生成一个数，也就是内积. 所以在这个意义上，它是矢量的一个线性泛函.
在函数空间中，左矢可以认为是一个积分的指令：

⟨f | =
ˆ
f∗ [· · · ] dx (3.81)

1
左右矢的英文来自于单词”bracket”，意思是括号，但没人知道中间的 c 去哪里了.
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上式中的省略号 [· · · ] 将被替换成与左矢结合的右矢所代表的函数. 在有限维矢量空间中，当右
矢被表成列矩阵：

|α⟩ =


a1

a2
...
an

 (3.82)

相应的左矢可以被表成行矩阵：

⟨α| =
(
a∗1 a∗2 · · · a∗n

)
(3.83)

这样一来，内积便可以视为简单的矩阵乘法. 所有左矢的集合构成了另一个矢量空间——即所谓
的对偶空间.
将左右矢分开的做法为我们提供一个强大有力的分析工具. 比方说，假设 |α⟩ 是一个归一化

的矢量，则我们可以定义投影算符：

P̂ ≡ |α⟩ ⟨α| (3.84)

当投影算符作用于另一矢量时，将会从其中挑出沿 |α⟩ 方向的部分：

P̂ |β⟩ = ⟨α|β⟩ |α⟩ (3.85)

如果 {|en⟩} 是一组分立的正交归一的基，那么∑
n

|en⟩ ⟨en| = 1 (3.86)

它被称为恒等算符. 将其作用于任何一个矢量 |α⟩ 上，将得到 |α⟩ 用基 {|en⟩} 的展开式：∑
n

|en⟩ ⟨en|α⟩ = |α⟩ (3.87)

类似的，如果 {|ez⟩} 是一组狄拉克正交归一的连续基矢：

⟨ez|ez′⟩ = δ (z − z′) (3.88)

则有 ˆ
|ez⟩ ⟨ez| dz = 1 (3.89)



4 三维空间中的量子力学

4.1 向三维的推广

我们已经知道，一维情况下的薛定谔方程为：

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ VΨ (4.1)

在三维空间中，由于多出了两个维度 (y 和 z)，所以我们要将方程中对 x 的二阶偏导改成拉普

拉斯算符：

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(4.2)

这样一来，薛定谔方程为：

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m
∇2Ψ+ VΨ (4.3)

波函数 Ψ 与势能 V 现在是 r = (x, y, z) 和 t 的函数. 在一个极小的体元 d3r = dxdydz 内
发现粒子的概率为 |Ψ(r, t)|2 d3r，归一化条件是：ˆ

|Ψ|2 d3r = 1 (4.4)

上式是对全空间的积分. 如果势函数不含时，同样可以进行分离变量. 定态薛定谔方程为：

− h̄2

2m
∇2ψ + V ψ = Eψ (4.5)

我们可以得到一组完备的定态解

Ψn (r, t) = ψn (r) exp
(
− iEnt

h̄

)
(4.6)

一般解可写成它们的线性组合：

Ψ(r, t) =
∑

cnψn (r) exp
(
− iEnt

h̄

)
(4.7)

4.2 球坐标系中的薛定谔方程

4.2.1 分离变量法

一般情况下，势能仅与到原点的距离有关，所以用球坐标系无疑是最方便的. 在球坐标系中，
一个点可以用三个参数来标定：(r, θ, ϕ). 拉普拉斯算符在球坐标中的形式为1：

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2

∂ϕ2

)
(4.8)

1
它的推导可不是一件容易的事，请移步专业的数学物理方法的书籍.
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在球坐标系下，定态薛定谔方程可写成

− h̄2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2ψ

∂ϕ2

)]
+ V ψ = Eψ (4.9)

 

图 4.1: 球坐标系

下面将时间交给分离变量. 我们假设定态解 ψ (r) 可写成下面的形式：

ψ (r, θ, ϕ) = R (r) · Y (θ, ϕ) (4.10)

代入式 (4.9)，可得

− h̄2

2m

[
Y

r2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

R

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

R

r2 sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

]
+ V RY = ERY (4.11)

左右两边同时除以 RY 并乘上 −2mr2/h̄2，得到{
1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
− 2mr2

h̄2
[V (r)− E]

}
+

1

Y

{
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

}
= 0 (4.12)

观察上式会发现，第一个花括号只与 r 有关，第二个花括号只与 θ, ϕ 有关，因此每项必须等于

一个常数，我们将这个常数写成 l (l + 1). 这样一来，我们可得到两个方程：

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
− 2mr2

h̄2
[V (r)− E] = l (l + 1) (4.13)

1

Y

{
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

}
= −l (l + 1) (4.14)

4.2.2 角动量方程

首先来看方程 (4.14)，两边同时乘以 Y sin2 θ 可得：

sin θ ∂
∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+
∂2Y

∂ϕ2
= −l (l + 1)Y sin2 θ (4.15)

进一步进行分离变量

Y (θ, ϕ) = Θ (θ) · Φ(ϕ) (4.16)
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将其代入式 (4.15)，然后再同时除以 ΘΦ，可得到：{
1

Θ

[
sin θ d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)]
+ l (l + 1) sin2 θ

}
+

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= 0 (4.17)

上式第一项是 θ 的函数，第二项是 ϕ 的函数，它们必须等于同一个常数，记为 m2，因此可得到

两个方程：

1

Θ

[
sin θ d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)]
+ l (l + 1) sin2 θ = m2 (4.18)

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= −m2 (4.19)

方程 (4.19) 是很好求解的：

d2Φ

dϕ2
= −m2Φ −→ Φ(ϕ) = exp (imϕ) (4.20)

在球坐标系中，当 ϕ 变化 2π 时，会回到空间同一点，所以实际上会存在一个周期性条件：

Φ(ϕ+ 2π) = Φ (ϕ) (4.21)

即

exp [im (ϕ+ 2π)] = exp (imϕ) · exp (2πim) = exp (imϕ) (4.22)

因此必然有 exp (2πim) = 1，这要求 m 必然为整数：

m = 0,±1,±2, · · · (4.23)

而对于方程 (4.18)，数学物理方法中应该学习过它的求解2，其解为：

Θ(θ) = APm
l (cos θ) (4.24)

式中 Pm
l 是连带 Legendre 函数，其定义为：

Pm
l (x) ≡ (−1)

m (
1− x2

)m/2
(

d
dx

)m

Pl (x) (4.25)

其中 Pl (x) 为 Legendre 多项式，可由 Rodrigues 公式定义：

Pl (x) ≡
1

2ll!

(
d

dx

)l (
x2 − 1

)l (4.26)

数学上的事情我不想在此过多讨论，因为它们真的很繁琐. 读者只需记住，为了使 Rodrigues 公
式有意义，l 必须是一个非负整数；且对于任意一个 l，m 应有 2l + 1 个不同可能取值：

l = 0, 1, 2, · · · ; m = −l,−l + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , l − 1, l (4.27)

球坐标系中，体积元为

d3r = r2 sin θdrdθdϕ (4.28)

所以归一化条件变为：
ˆ

|ψ|2 r2 sin θdrdθdϕ =

ˆ
|R|2 r2dr

ˆ
|Y |2 sin θdθdϕ = 1 (4.29)

2
可参阅梁昆淼《数学物理方法 (第四版)》的 9.1 节.
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其中我们可以对 R 和 Y 分别归一化：

ˆ +∞

0

|R|2 r2dr = 1 和

ˆ 2π

0

ˆ π

0

|Y |2 sin θdθdϕ = 1 (4.30)

归一化后的角波函数称为球谐函数:

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!
eimϕPm

l (cos θ) (4.31)

这个归一化常数的计算我们将在后面进行. 我们也还将提到：它们是自动正交的
ˆ π

0

ˆ 2π

0

[Y m
l (θ, ϕ)]

∗
[
Y m′

l′ (θ, ϕ)
]

sin θdθdϕ = δll′δmm′ (4.32)

表 4.1: 前几个球谐函数，Y m
l (θ, ϕ)

Y 0
0 =

(
1

4π

)1/2

Y ±2
2 =

(
15

32π

)1/2

sin2 θe±2iϕ

Y 0
1 =

(
3

4π

)1/2

cos θ Y 0
3 =

(
7

16π

)1/2 (
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
Y ±1
1 = ∓

(
3

8π

)1/2

sin θe±iϕ Y ±1
3 = ∓

(
21

64π

)1/2

sin θ
(
5 cos2 θ − 1

)
e±iϕ

Y 0
2 =

(
5

16π

)1/2 (
3 cos2 θ − 1

)
Y ±2
3 =

(
105

32π

)1/2

sin2 θ cos θe±2iϕ

Y ±1
2 = ∓

(
15

8π

)1/2

sin θ cos θe±iϕ Y ±3
3 = ∓

(
35

64π

)1/2

sin3 θe±3iϕ

这里要提一句，由于历史原因，将 l 称为角量子数，将 m 称为磁量子数.

4.2.3 径向方程

下面我们来求解方程 (4.13)，它可以写成：

d
dr

(
r2

dR
dr

)
− 2mr2

h̄2
[V (r)− E]R = l (l + 1)R (4.33)

我们令

u (r) ≡ rR (r) (4.34)

则有

R =
u

r
,

dR
dr =

1

r2

(
r

du
dr − u

)
,

d
dr

(
r2

dR
dr

)
= r

d2u

dr2 (4.35)

将上式代入 (4.33)，得到

− h̄2

2m

d2u

dr2 +

[
V +

h̄2

2m

l (l + 1)

r2

]
u = Eu (4.36)

式 (4.36) 称为径向方程. 我们发现它和一维定态薛定谔方程在形式上一样，只不过其有效势

Veff = V +
h̄2

2m

l (l + 1)

r2
(4.37)
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含有一个额外的项，称为离心项. 此外，归一化条件变为：
ˆ +∞

0

|u|2 dr = 1 (4.38)

如果不指定势 V 的具体形式，我们无法进行更深的分析. 下面我们考虑一种比较简单的形式.

无限深球势阱 考虑下面形式的势

V (r) =

0, r < a

∞, r > a
(4.39)

求其波函数和允许的能量值.

解 在势阱外面，波函数为零；在势阱内有 V ≡ 0，因此径向方程 (4.36) 变为：

d2u

dr2 =

[
l (l + 1)

r2
− k2

]
u , k ≡

√
2mE

h̄
(4.40)

且此时问题具有边界条件：u (a) = 0. 要求解方程，我们可以先令 l = 0，因为这样会非常容易求

解：
d2u

dr2 = −k2u −→ u (r) = A sin (kr) +B cos (kr) (4.41)

我们要注意，实际的径向波函数为 R (r) = u (r) /r，当 r → 0 时，cos (kr) /r 会发散，因此必须
有 B = 0. 而边界条件又要求：

u (a) = A sin (ka) = 0 −→ k =
nπ

a
, n = 1, 2, 3, · · · (4.42)

因此允许的能量值为：

En0 =
n2π2h̄2

2ma2
(4.43)

然后再归一化 u (r):
ˆ a

0

|u|2 dr =
ˆ a

0

A2 sin2 (kr) dr = 1 −→ A =

√
2

a
(4.44)

而且由于 Y 0
0 (θ, ϕ) = 1/

√
4π，因此

ψn00 =
1√
2aπ

sin (nπr/a)

r
(4.45)

定态 ψnlm (r, θ, ϕ) 是由三个量子数来标记的:n, l 和 m，而能量 Enl 仅与 n, l 有关.
而当 l ̸= 0 时，方程 (4.40) 的解就有些复杂了：

u (r) = Arjl (kr) +Brnl (kr) (4.46)

式中 jl (x) 是 l 阶球贝塞尔函数，nl (x) 是 l 阶球诺伊曼函数. 它们的定义如下：

jl (x) ≡ (−x)l
(
1

x

d
dx

)l sinx
x

, nl (x) ≡ − (−x)l
(
1

x

d
dx

)l cosx
x

(4.47)

注意到在原点处球诺伊曼函数是发散的，因此 B = 0，

R (r) = Ajl (kr) (4.48)
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此外，球贝塞尔函数的零点不是特殊点，必须通过数值计算得到，不过我们可以先记其第 n 个

零点为 βnl，则边界条件要求：

k =
1

a
βnl (4.49)

能量允许值和波函数为：

Enl =
h̄2

2ma2
β2
nl (4.50)

ψnlm (r, θ, ϕ) = Anljl
(
βnl
a
r

)
Y m
l (θ, ϕ) (4.51)

图 4.2: 前 4 个球贝塞尔函数图像

4.3 氢原子

4.3.1 径向波函数

下面我们来分析氢原子. 如图4.3，它含有一个质量较大、相对静止的带正电荷 e 的质子，并

通过正负电荷的吸引作用，在它的周围束缚着一个质量很小的带负电荷 −e 的电子.

 

图 4.3: 氢原子模型图
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由电磁学理论，库仑势为：

V (r) = − e2

4πε0

1

r
(4.52)

代入径向方程 (4.36)，得到：

− h̄2

2m

d2u

dr2 +

[
− e2

4πε0

1

r
+
h̄2

2m

l (l + 1)

r2

]
u = Eu (4.53)

先考虑束缚态 (E < 0)，令

κ ≡
√
−2mE

h̄
(4.54)

则式 (4.53) 可化简为：
1

κ2
d2u

dr2 =

[
1− me2

2πε0h̄
2κ

1

(κr)
+
l (l + 1)

(κr)
2

]
u (4.55)

引入

ρ ≡ κr , ρ0 ≡
me2

2πε0h̄
2κ

(4.56)

则有
d2u

dρ2 =

[
1− ρ0

ρ
+
l (l + 1)

ρ2

]
u (4.57)

方程 (4.57) 貌似不太好求解，但我们可以通过一些技巧得到其解的大致形式. 当 ρ→ ∞ 时，
可近似为

d2u

dρ2 = u (4.58)

它的一般解为

u (ρ) = Ae−ρ +Beρ (4.59)

由于 ρ→ ∞ 时 eρ 项会发散，因此必然有 B = 0，则

u (ρ) ∼ Ae−ρ (4.60)

同理，当 ρ→ 0 时，可近似为
d2u

dρ2 =
l (l + 1)

ρ2
u (4.61)

它的一般解为3

u (ρ) = Cρl+1 +Dρ−l (4.62)

由于 ρ→ 0 时 ρ−l 项会发散，因此 D = 0，则

u (ρ) ∼ Cρl+1 (4.63)

现在，我们得到了两种极限情况下解的大致形式，即 (4.60) 和 (4.63). 我们得想办法将它们
两结合起来，最好的方式就是引入一个函数 v (ρ)，使得

u (ρ) = ρl+1e−ρv (ρ) (4.64)

对它求一阶导和二阶导，有：

du
dρ = ρle−ρ

[
(l + 1− ρ) v + ρ

dv
dρ

]
(4.65)

d2u

dρ2 = ρle−ρ

{[
−2l − 2 + ρ+

l (l + 1)

ρ

]
v + 2 (l + 1− ρ)

dv
dρ + ρ

d2v

dρ2

}
(4.66)

3
读者最好去亲自验证一下，这个貌似当成结论来用了.
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将它们代入方程 (4.57)，得到

ρ
d2v

dρ2 + 2 (l + 1− ρ)
dv
dρ + [ρ0 − 2 (l + 1)] v = 0 (4.67)

4.3.2 幂级数解

费了很大力气，我们得到了一个关于 v 的微分方程 (4.67). 抱歉的是，这个方程还是非常不
好求解，下面我们利用幂级数解法来求解这个方程. 首先设 v (ρ) 具有如下形式：

v (ρ) =
+∞∑
j=0

cjρ
j (4.68)

对其求导得到

dv
dρ =

+∞∑
j=0

jcjρ
j−1 =

+∞∑
j=0

(j + 1) cj+1ρ
j (4.69)

d2v

dρ2 =
+∞∑
j=0

j (j + 1) cj+1ρ
j−1 (4.70)

将它们代入方程 (4.67)，得

+∞∑
j=0

j (j + 1) cj+1ρ
j+2 (l + 1)

+∞∑
j=0

(j + 1) cj+1ρ
j−2

+∞∑
j=0

jcjρ
j+[ρ0 − 2 (l + 1)]

+∞∑
j=0

cjρ
j = 0 (4.71)

让同幂次项的系数都为零，得到

j (j + 1) cj+1 + 2 (l + 1) (j + 1) cj+1 − 2jcj + [ρ0 − 2 (l + 1)] cj = 0 (4.72)

即

cj+1 =
2 (j + l + 1)− ρ0
(j + 1) (j + 2l + 2)

cj (4.73)

我们得到了式 (4.73) 这个递推公式. 一旦确定了 c0，那么所有的系数就被确定了. 当 j 非常

大时，它还可以简化成

cj+1 ≃
2j

(j + 1) j
cj =

2

j + 1
cj (4.74)

因此

cj =
2j

j!
c0 (4.75)

从而

v (ρ) = c0

+∞∑
j=0

2j

j!
ρj = c0e2ρ , u (ρ) = c0ρ

l+1eρ (4.76)

我们发现，式 (4.76)所表示的解中含有指数项 eρ，这是我们不希望出现的，因为它将在 ρ趋

于无穷时发散. 要解决这个问题，我们可以让级数在某处中断. 设对于某个最大的整数 jmax，有

c(jmax+1) = 0 (4.77)

结合递推公式 (4.73)，有
2 (jmax + l + 1)− ρ0 = 0 (4.78)
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定义主量子数为

n ≡ jmax + l + 1 (4.79)

则

ρ0 = 2n (4.80)

再结合式 (4.54) 和 (4.56)，我们可以得到能量

E = −κ
2h̄2

2m
= − me4

8π2ε20h̄
2ρ20

(4.81)

整理一下可得

E = −

[
m

2h̄2

(
e2

4πε0

)2
]

1

n2
=
E1

n2
, n = 1, 2, 3, · · · (4.82)

这便是著名的玻尔公式4——在任何程度上都是量子力学中最重要的结果.
同时，还可以得到

κ =

(
me2

4πε0h̄
2

)
1

n
=

1

an
(4.83)

其中

a =
4πε0h̄

2

me2
= 0.529× 10−10 m (4.84)

是所谓的玻尔半径. 这样一来，有
ρ = κr =

r

an
(4.85)

4.3.3 空间波函数

氢原子的空间波函数用三个量子数 (n, l,m) 来标记：

ψnlm (r, θ, ϕ) = Rnl (r)Y
m
l (θ, ϕ) (4.86)

参考式 (4.34) 和 (4.64)，有
Rnl (r) =

1

r
ρl+1e−ρv (ρ) (4.87)

其中 v (ρ) 是一个关于 ρ 的最高幂次为 n− l − 1 的多项式，其中的系数满足下面的递推公式：

cj+1 =
2 (j + l + 1− n)

(j + 1) (j + 2l + 2)
cj (4.88)

氢原子的基态是 n = 1 的态，由式 (4.82)，有

E1 = −

[
m

2h̄2

(
e2

4πε0

)2
]
= −13.6 eV (4.89)

这一能量被称为氢原子的结合能. 由式 (4.79) 可知当 n = 1 时，l = m = 0，因此基态波函数为

ψ100 (r, θ, ϕ) = R10 (r)Y
0
0 (θ, ϕ) (4.90)

由递推公式，v (ρ) 的系数除了 c0 外全部为零，故

R10 (r) =
c0
a

e− r
a (4.91)

4
玻尔在 1913 年通过偶然地把一种不成熟的量子理论和无法应用到原子的经典力学结合起来得到了这个结果，挺奇妙的.
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利用式 (4.30) 对其归一化5：

ˆ ∞

0

|R10|2 r2dr =
|c0|2

a2

ˆ ∞

0

e− 2r
a r2dr = 1

4
a |c0|2 = 1 (4.92)

因此 c0 = 2/
√
a. 又由于 Y 0

0 = 1/
√
4π，因此氢原子基态为：

ψ100 (r, θ, ϕ) =
1√
πa3

e−r/a (4.93)

当 n = 2 时称为第一激发态，能量为

E2 = −13.6 eV
4

= −3.4 eV (4.94)

由式 (4.79)，此时 l 的取值有 0 和 1 两种可能.

• 当 l = 0 时，递推公式给出

c1 = −c0, c2 = 0 (4.95)

因此

v (ρ) = c0 (1− ρ) , R20 (r) =
c0
2a

(
1− r

2a

)
e−r/2a (4.96)

• 当 l = 1 时，递推公式给出除了 c0 外系数均为零，因此

R21 (r) =
c0r

4a2
e−r/2a (4.97)

对于任意的 n，由式 (4.79) 可知 l 的可能取值有

l = 0, 1, 2, · · · , n− 1 (4.98)

而对于每个 l，由式 (4.27) 可知 m 有 2l + 1 个可能取值，因此能级 En 的简并度为

d (n) =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2 (4.99)

由式 (4.88) 定义的多项式 v (ρ)，它可以写成

v (ρ) = L2l+1
n−l−1 (2ρ) (4.100)

而

Lp
q−p (x) ≡ (−1)

p

(
d

dx

)q

Lq (x) (4.101)

是关联拉盖尔多项式，且

Lq (x) ≡ ex
(

d
dx

)q (
e−xxq

)
(4.102)

是 q 阶拉盖尔多项式. 归一化氢原子波函数是6：

ψnlm =

√(
2

na

)3
(n− l − 1)!

2n [(n+ l)!]
3 e−r/na

(
2r

na

)l [
L2l+1
n−l−1 (2r/na)

]
Y m
l (θ, ϕ) (4.103)

5
高数中应该用分部积分算过这个公式：

ˆ ∞

0

x
2e−x/adx = 2a

3

6
千万不要抱怨它很复杂，实际上它是能够严格解出的少数几个实际系统之一.
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并且，波函数是相互正交的：

ˆ
ψ∗
nlmψn′l′m′r2 sin θdrdθdϕ = δnn′δll′δmm′ (4.104)

想象氢原子波函数的形状并不容易，化学家常用“密度图”去描述它们. 在这种方法中，电
子云的亮度与 |ψ|2 成比例 (图4.4).

图 4.4: 几个密度图

4.3.4 氢原子光谱

原则上，如果把氢原子放到某个定态 Ψnlm，那么它将永远处在这个态. 然而，如果给它轻微
的扰动，电子就有可能跃迁到其他的定态. 跃迁的过程会发出光子，光子的能量对应着初态和末
态的能量差：

Eγ = Ei − Ef = −13.6 eV
(

1

n2
i

− 1

n2
f

)
(4.105)

结合

Eγ = hν , λ =
c

ν
(4.106)

得到

1

λ
= R

(
1

n2
f

− 1

n2
i

)
, R ≡ m

4πh̄3c

(
e2

4πε0

)2

(4.107)

式中 R 称为里德伯常数，式 (4.107) 是氢原子光谱的里德伯公式. 跃迁到基态 (nf = 1) 的谱线
叫莱曼系，跃迁到第一激发态 (nf = 2) 的谱线叫巴耳末系，跃迁到 nf = 3 的谱线叫帕邢系.
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4.4 角动量

4.4.1 正则对易关系

算符 r̂ 与 p̂ 的各分量之间存在如下的正则对易关系：

[ri, pj ] = − [pi, rj ] = ih̄δij , [ri, rj ] = [pi, pj ] = 0 (4.108)

下面进行简要的推导. 对于 [ri, pj ]，有：

[ri, pj ]ψ = (ripj − pjri)ψ

= ri
h̄

i
∂ψ

∂rj
− h̄

i
∂

∂rj
(riψ)

=
h̄

i

[
ri
∂ψ

∂rj
− ψ

∂ri
∂rj

− ri
∂ψ

∂rj

]
= ih̄ψ ∂ri

∂rj
= ih̄δijψ.

同理

[pi, pj ]ψ =
h̄

i
∂

∂ri

(
h̄

i
∂

∂rj
ψ

)
− h̄

i
∂

∂rj

(
h̄

i
∂

∂ri
ψ

)
= −h̄2

(
∂2

∂ri∂rj
ψ − ∂2

∂rj∂ri
ψ

)
= 0

[ri, rj ]ψ = (rirj − rjri)ψ = 0

证明完毕.

4.4.2 角动量基本对易关系

一个经典粒子的角动量的定义为：

L = r × p (4.109)

角动量的三个分量为：

Lx = ypz − zpy , Ly = zpx − xpz , Lz = xpy − ypx (4.110)

它们对应的量子算符可由第一章介绍的替换关系得到. 事实上，角动量的任意两个分量不对易：

[Lx, Ly] = ih̄Lz , [Ly, Lz] = ih̄Lx , [Lz, Lx] = ih̄Ly (4.111)

对其进行证明，利用对易式的计算性质7，可将 [Lx, Ly] 展开为：

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]

= [ypz, zpx]− [ypz, xpz]− [zpy, zpx] + [zpy, xpz] (4.112)

由正则对易关系可知，上式的中间两项必然会等于零，因为无论如何也无法将 ri 和 pi 配对到一

起. 因此中间两项可以直接丢掉：

[Lx, Ly] = [ypz, zpx] + [zpy, xpz] = ypx [pz, z] + xpy [z, pz]

= ih̄ (xpy − ypx) = ih̄Lz (4.113)
7
不明白的话，可以去翻一翻分析力学中的泊松括号.
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其他两个式子可以通过指标的轮换得到，这就证明了角动量的基本对易关系.
要注意的是，Lx，Ly 和 Lz 是不对易的可观测量，由推广的不确定原理计算可得：

σ2
Lx
σ2
Ly

⩾
(
1

2i ⟨[Lx, Ly]⟩
)2

=

(
1

2i ⟨ih̄Lz⟩
)2

=
h̄2

4
⟨Lz⟩2 (4.114)

因此求解 Lx 和 Ly 共同的本征函数是没有意义的. 但总角动量的平方

L2 ≡ L2
x + L2

y + L2
z (4.115)

却与 Lx 对易： [
L2, Lx

]
=
[
L2

x, Lx

]
+
[
L2

y, Lx

]
+
[
L2

z, Lx

]
= Ly [Ly, Lx] + [Ly, Lx]Ly + Lz [Lz, Lx] + [Lz, Lx]Lz

= Ly (−ih̄Lz) + (−ih̄Lz)Ly + Lz (ih̄Ly) + (ih̄Ly)Lz

= 0

同样可得 [
L2, Ly

]
= 0 ,

[
L2, Lz

]
= 0

写得更紧凑些： [
L2,L

]
= 0 (4.116)

也就是说，L2 与 L 的各分量是对易的，因此我们希望找到 L2 与 L 的某一分量的共同本征态.
以 Lz 为例，设这个共同本征态为 f，则：

L2f = λf , Lzf = µf (4.117)

4.4.3 本征值

接下来我们将采用和第二章谐振子部分相似的升降阶算符法. 定义

L± ≡ Lx ± iLy (4.118)

则 L± 与 Lz 的对易关系为：

[Lz, L±] = [Lz, Lx]± i [Lz, Ly] = ih̄Ly ± i (−ih̄Lx) = ±h̄ (Lx ± iLy) (4.119)

即

[Lz, L±] = ±h̄L± (4.120)

同样可得到 [
L2, L±

]
=
[
L2, Lx

]
± i
[
L2, Ly

]
= 0 (4.121)

可以证明：如果 f 是 L2 和 Lx 的本征函数，那么 L±f 也是 L2 和 Lx 的本征函数.

L2 (L±f) = L±
(
L2f

)
= L± (λf) = λ (L±f) (4.122)

Lz (L±f) = (LzL± − L±Lz) f + L±Lzf

= ±h̄L±f + L± (µf)

= (µ± h̄) (L±f) (4.123)
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可以看到，对于 Lz，其本征值变成了 µ± h̄. 我们称 L+ 为升阶算符，因为它使 Lz 的本征值增

加一个 h̄；称 L− 为降阶算符，因为它使 Lz 的本征值减少一个 h̄.

图 4.5: 角动量的阶梯态

对于一个给定的 λ，我们可以得到角动量态的一个阶梯，相邻阶梯之间 Lz 的本征值相差一

个 h̄. 升阶算符可以上升一个梯子，降阶算符可以降低一个梯子. 但由于某些理由，我们既不能
无限向上爬，也不能无限向下爬8. 因此必然存在一个最高的阶梯 ft，使得

L+ft = 0 (4.124)

设 h̄l 是 ft 态对应的本征值，即：

Lzft = h̄lft , L
2ft = λft (4.125)

且

L±L∓ = (Lx ± iLy) (Lx ∓ iLy) = L2
x + L2

y ∓ i (LxLy − LyLx)

= L2 − L2
z ± h̄Lz (4.126)

上式还可以写成

L2 = L±L∓ + L2
z ∓ h̄Lz (4.127)

8
爬得太高会使得角动量的 z 分量超过总量，这是不可能的.
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因此有

L2ft =
(
L−L+ + L2

z + h̄Lz

)
ft = L2

zft + h̄Lzft = h̄2l (l + 1) ft (4.128)

故得

λ = h̄2l (l + 1) (4.129)

按照同样的操作，设最低阶梯为 fb：

L−fb = 0 (4.130)

设此时 Lz 的本征值为 h̄l̄，则：

Lzfb = h̄l̄fb , L
2fb = λfb (4.131)

利用式 (4.127)，我们有：

L2fb =
(
L+L− + L2

z − h̄Lz

)
fb = h̄2 l̄

(
l̄ − 1

)
fb (4.132)

因此

λ = h̄2 l̄
(
l̄ − 1

)
(4.133)

结合式 (4.129) 和 (4.133)，可以得到

l̄ = l + 1 或 l̄ = −l (4.134)

前一种情况显然是不正确的，因为这样会使得最低阶梯比最高阶梯还高. 因此只能有 l̄ = −l. 且
由目前的分析可知，Lz 的本征值应具有 mh̄ 的形式，m 每次增加 1，增加 N 次后从 −l 增加到
l，即 l = −l +N，因此 l = N/2. 这样一来，l 必然为整数或半整数.L2 和 Lz 共同的本征函数

将由 l 和 m 共同表征：

L2fm
l = h̄2l (l + 1) fm

l , Lzf
m
l = h̄mfm

l (4.135)

其中

l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, · · · ; m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l (4.136)

也就是说，对于一个给定的 l，m 有 2l + 1 个不同的取值.

图 4.6: l = 2 时的角动量态
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当 l = 2 时，可以用图4.6来表示角动量的可能状态. 图中的箭头长度 (也就是球的半径) 为√
l (l + 1)，单位是 h̄，箭头在 z 轴上的投影表示 m 的可能取值. 我们会发现，角动量不可能完
全沿 z 轴方向. 因为如果角动量只有 z 分量，那么 x 和 y 分量必然是 0，也就是我们同时知道
了角动量的三个分量，而不确定原理 (4.114) 告诉我们这是不可能的. 也就是说，如果 Lz 有确

定的值，那么 Lx 和 Ly 就没有确定的值. 所以图4.6其实容易令人误解，至少我们应该将纬度方
向涂抹浑浊以表示 Lx 和 Ly 是不确定的.

4.4.4 本征函数

本节的任务，是给出式 (4.135) 中 fm
l 的具体形式. 根据所分析的问题，我们选择在球坐标

中进行计算. 球坐标中

r = rr̂ , p̂ =
h̄

i ∇ , ∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1

r sin θ
∂

∂ϕ
(4.137)

因此

L = r × p = rr̂ × h̄

i

(
r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1

r sin θ
∂

∂ϕ

)

=
h̄

i

[
r (r̂ × r̂)

∂

∂r
+
(
r̂ × θ̂

) ∂

∂θ
+
(
r̂ × ϕ̂

) 1

sin θ
∂

∂ϕ

]

=
h̄

i

(
ϕ̂
∂

∂θ
− θ̂

1

sin θ
∂

∂ϕ

)
(4.138)

且单位矢量 θ̂ 和 ϕ̂ 在直角坐标中可表示为：

θ̂ = (cos θ cosϕ) î+ (cos θ sinϕ) ĵ − sin θk̂ (4.139)

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ (4.140)

因此

L =
h̄

i

[(
− sinϕî+ cosϕĵ

) ∂

∂θ
−
(

cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂
) 1

sin θ
∂

∂ϕ

]
(4.141)

这样一来，L 的三个分量为：

Lx =
h̄

i

(
− sinϕ ∂

∂θ
− cosϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(4.142)

Ly =
h̄

i

(
cosϕ ∂

∂θ
− sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
(4.143)

Lz =
h̄

i
∂

∂ϕ
(4.144)

依然可以定义升阶与降阶算符为：

L± = Lx ± iLy =
h̄

i

[
(− sinϕ± i cosϕ) ∂

∂θ
− (cosϕ± i sinϕ) cot θ ∂

∂ϕ

]
= ±h̄e±iϕ

(
∂

∂θ
± i cot θ ∂

∂ϕ

)
(4.145)

可以证明：

L+L− = −h̄2
(
∂2

∂θ2
+ cot θ ∂

∂θ
+ cot2 θ ∂

2

∂ϕ2
+ i ∂

∂ϕ

)
(4.146)

L2 = −h̄2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
(4.147)
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这样一来，L2 和 Lz 的本征方程 (4.135) 可以写成

−h̄2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
fm
l = h̄2l (l + 1) fm

l (4.148)

h̄

i
∂

∂ϕ
fm
l = h̄mfm

l (4.149)

熟悉吗？仔细观察会发现，式 (4.148) 和前面的式 (4.14) 一模一样！我们已经对其进行过求解，
其解为球谐函数 Y m

l (θ, ϕ). 也就是说，

球谐函数是 L2 和 Lz 共同的本征函数.

顺便提及，利用式 (4.147)，我们可以把薛定谔方程 (4.9) 写成更为紧凑的形式：

1

2mr2

[
−h̄2 ∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+ L2

]
ψ + V ψ = Eψ (4.150)

对于这一节，还有一个问题没有解决. 在前面的分离变量法中，我们规定 l 必须为非负整数，

而在角动量的代数理论中，我们却允许 l 为半整数，这是否自相矛盾呢？这个问题将在下一节进

行回答.

4.5 自旋

4.5.1 引入

在刚体力学中，一个刚体具有两种角动量：轨道角动量，L = r× p；自旋角动量，S = Iω.
但在量子力学中，粒子的自旋角动量却和空间的运动没有任何关系，因此不能由坐标变量 r, θ, ϕ

来描述. 我们也可以将其称为内禀角动量.
自旋的代数理论和轨道角动量极其相似，基本对易关系为：

[Sx, Sy] = ih̄Sz , [Sy, Sz] = ih̄Sx , [Sz, Sx] = ih̄Sy (4.151)

此时我们依然希望找到 S2 和 Sz 的共同本征态，由于自旋的本征态不是函数，因此用右矢对其

进行标记：

S2 |sm⟩ = h̄2s (s+ 1) |sm⟩ , Sz |sm⟩ = h̄m |sm⟩ (4.152)

上式中，s 称为粒子的自旋.s 和 m 的取值为：

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · ; m = −s,−s+ 1, · · · , s− 1, s (4.153)

也可以定义升降阶算符 S± ≡ Sx ± iSy，有

S± |sm⟩ = h̄
√
s (s+ 1)−m (m± 1) |s (m± 1)⟩ (4.154)

每一种基本粒子都有一个特定的永远不变的 s，π 介子的自旋为 0，电子的自旋是 1/2，光
子的自旋为 1，∆ 粒子的自旋为 3/2，引力子的自旋为 2，等等.
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4.5.2 自旋 1/2

目前为止，s = 1/2 是最重要的情况，因为它是构成普通物质的粒子 (质子、中子和电子) 以
及所有夸克和所有轻子的自旋. 对 s = 1/2，S2 和 Sz 仅有两个本征态：∣∣∣∣ 12 , 12

〉
(↑) 和

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
(↓)

利用这两个基矢量，一个自旋 1/2 粒子的一般态可以表示成一个两个元素的列矩阵：

χ =

(
a

b

)
= aχ+ + bχ− (4.155)

其中

上自旋χ+ =

(
1

0

)
下自旋χ− =

(
0

1

)
(4.156)

自旋算符可写成 2× 2 的矩阵，由式 (4.152) 有：

S2χ+ =
3

4
h̄2χ+ , S2χ− =

3

4
h̄2χ− (4.157)

设

S2 =

(
c d

e f

)
(4.158)

则

S2χ+ =

(
c d

e f

)(
1

0

)
=

(
c

e

)
=

3

4
h̄2

(
1

0

)
(4.159)

S2χ− =

(
c d

e f

)(
0

1

)
=

(
d

f

)
=

3

4
h̄2

(
0

1

)
(4.160)

由此解得 c = f =
3

4
h̄2, d = e = 0，因此

S2 =
3

4
h̄2

(
1 0

0 1

)
(4.161)

类似地，由

Szχ+ =
1

2
h̄χ+, Szχ− = −1

2
h̄χ− (4.162)

可解得

Sz =
1

2
h̄

(
1 0

0 −1

)
(4.163)

另外，由式 (4.154) 可得

S+χ− = h̄χ+ , S−χ+ = h̄χ− , S+χ+ = S−χ− = 0 (4.164)

可求得

S+ = h̄

(
0 1

0 0

)
, S− = h̄

(
0 0

1 0

)
(4.165)
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再看向升降阶算符的定义 S± = Sx ± iSy，因此 Sx =
1

2
(S+ + S−) , Sy =

1

2i (S+ − S−)，即

Sx =
h̄

2

(
0 1

1 0

)
, Sy =

h̄

2

(
0 −i
i 0

)
(4.166)

由于 Sx，Sy 和 Sz 中都含有因子 h̄/2，因此 S 可进一步写为 S = (h̄/2)σ，其中

σx ≡

(
0 1

1 0

)
, σy ≡

(
0 −i
i 0

)
, σz ≡

(
1 0

0 −1

)
(4.167)

这便是著名的泡利自旋矩阵. 注意到 Sx, Sy, Sz, S
2 都是厄米矩阵，它们都表示可观测量；而 S+

和 S− 不是厄米的，它们显然不是可观测量.
由式 (4.162)，可知 Sz 的本征旋量

9为：

χ+ =

(
1

0

)
本征值为+

h̄

2
; χ− =

(
0

1

)
本征值为− h̄

2
(4.168)

如果对一个粒子的一般态 χ 测量其 Sz，设得到 +h̄/2 的概率为 |a|2，得到 −h̄/2 的概率为 |b|2，
由于这两个概率是仅有的概率，因此必然有

|a|2 + |b|2 = 1 (4.169)

下面我们来分析一下 Sx，根据其矩阵表示，可写出其特征方程为：∣∣∣∣∣−λ h̄/2

h̄/2 −λ

∣∣∣∣∣ = 0 −→ λ = ± h̄
2

(4.170)

我们发现，Sx 的本征值和 Sz 是一样的. 本征旋量可由下式计算：

h̄

2

(
0 1

1 0

)(
α

β

)
= ± h̄

2

(
α

β

)
−→

(
β

α

)
= ±

(
α

β

)
(4.171)

因此 β = ±α，归一化的本征旋量为

χ
(x)
+ =

(
1/
√
2

1/
√
2

)
本征值为+

h̄

2
; χ

(x)
− =

(
1/
√
2

−1/
√
2

)
本征值为− h̄

2
(4.172)

这样一来，一个一般的旋量 χ 可用它们表示为：

χ =
a+ b√

2
χ
(x)
+ +

a− b√
2
χ
(x)
− (4.173)

如果测量 Sx，得到 +h̄/2 的概率为 (1/2) |a+ b|2，得到 −h̄/2 的概率为 (1/2) |a− b|2.

4.5.3 磁场中的电子

一个带电的自旋粒子形成一个磁偶极子，它的磁偶极矩 µ 正比于它的自旋角动量 S:

µ = γS (4.174)

式中 γ 称为旋磁比. 当磁偶极子放入磁场 B 时，它受到一个力矩 µ×B，使磁偶极子趋于与磁

场平行的方向. 和这个力矩相应的能量为：

H = −µ ·B (4.175)

因此，一个静止在磁场中的带电的自旋粒子的哈密顿为：

H = −γB · S (4.176)
9
自旋算符的本征矢也称为本征旋量.
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Larmor 进动

假设磁场沿 z 方向均匀：

B = B0ẑ (4.177)

则哈密顿的矩阵形式为：

H = −γB0Sz = −γB0h̄

2

(
1 0

0 −1

)
(4.178)

可以看出，H 与 Sz 有相同的本征矢：χ+,能量E+ = − (γB0h̄) /2

χ−,能量E− = +(γB0h̄) /2
(4.179)

显然，当偶极矩平行于磁场时能量最低，这和经典情况是一样的.
含时薛定谔方程为：

ih̄∂χ
∂t

= Hχ (4.180)

其一般解可以表示为定态解的组合：

χ (t) = aχ+ exp
(
− iE+t

h̄

)
+ bχ− exp

(
− iE−t

h̄

)
=


a exp

(
iγB0t

2

)

b exp
(
− iγB0t

2

)
 (4.181)

常数 a, b 由初始条件决定：

χ (0) =

(
a

b

)
(4.182)

事实上，a, b 还需要满足归一性 |a|2 + |b|2 = 1. 为了不失一般性，我们令 a = cos (α/2) , b =

sin (α/2)，其中 α 为固定角度，则

χ (t) =


cos α

2
exp

(
iγB0t

2

)
sin α

2
exp

(
− iγB0t

2

)
 (4.183)

我们计算 S 的期待值对时间的依赖关系：

⟨Sx⟩ = χ (t)
†
Sxχ (t)

=

(
cos α

2
exp

(
− iγB0t

2

)
sin α

2
exp

(
iγB0t

2

))
h̄

2

(
0 1

1 0

)
cos α

2
exp

(
iγB0t

2

)
sin α

2
exp

(
− iγB0t

2

)


=
h̄

2
sinα cos (γB0t) (4.184)

类似有

⟨Sy⟩ = χ (t)
†
Syχ (t) = − h̄

2
sinα sin (γB0t) (4.185)

⟨Sz⟩ = χ (t)
†
Szχ (t) =

h̄

2
cosα (4.186)

可以看见，⟨S⟩ 与 z 轴的夹角为固定不变的倾角 α，并且绕 z 轴以拉莫尔频率进动：

ω = γB0 (4.187)
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Stern-Gerlach 实验

在非均匀磁场中，除了力矩以外，还有另外一个力作用在磁偶极子上：

F = ∇ (µ ·B) (4.188)

这个力可以用来分离具有特定自旋取向的粒子. 设磁场分布为：

B (x, y, z) = −αxx̂+ (B0 + αz) ẑ (4.189)

这样一来，作用在原子上的力为

F = γα (−Sxx̂+ Sz ẑ) (4.190)

图 4.7: Stern-Gerlach 实验装置示意图

由于绕 B0 的 Larmor 进动，Sx 将快速振荡，且平均值为零；因此净力沿 z 轴方向：

Fz = γαSz (4.191)

与自旋角动量的 z 分量成正比，原子束向上或向下偏转. 如果 Sz 没有量子化，而是具有连续的

取值范围，则观测结果将是一个模糊的带. 但事实上，原子束分成了 2s+ 1 个分离的束. 这完美
地展示了角动量的量子化.



5 不含时微扰理论

5.1 非简并微扰理论

5.1.1 一般理论

在本讲义的第二章中，我们对一些势场 (如一维无限深方势阱) 中的定态薛定谔方程进行了
求解：

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n (5.1)

得到了一系列完备的正交本征函数
{
ψ(0)
n

}
：〈

ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
m

〉
= δnm (5.2)

现在对问题的势加入一个轻微的扰动，我们希望能够找到新的本征函数和本征值. 但在大多数情
况下，想要精确求解是不可能的. 而微扰理论是一套近似理论，它可以用无微扰时的精确解来求
出有微扰时的近似解.
将加入微扰后新的哈密顿量记作 Ĥ0 + λĤ ′，其中 Ĥ ′ 是微扰项，这样新的薛定谔方程为：(

Ĥ0 + λĤ ′
)
ψn = Enψn (5.3)

将 ψn 和 En 展开为 λ 的幂级数：

ψn = ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + · · ·

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (5.4)

式中 ψ(k)
n 称为第 n 个本征函数的 k 级修正，E(k)

n 称为第 n 个本征值的 k 级修正. 将式 (5.4) 代
入方程 (5.3)，得到： (

Ĥ0 + λĤ ′
) [
ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + · · ·

]
=
(
E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + · · ·
) [
ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + · · ·

]
(5.5)

将 λ 幂次相同的项合并，得到：

Ĥ0ψ
(0)
n + λ

(
Ĥ0ψ

(1)
n + Ĥ ′ψ(0)

n

)
+ λ2

(
Ĥ0ψ

(2)
n + Ĥ ′ψ(1)

n

)
+ · · ·

= E(0)
n ψ(0)

n + λ
(
E(0)

n ψ(1)
n + E(1)

n ψ(0)
n

)
+ λ2

(
E(0)

n ψ(2)
n + E(1)

n ψ(1)
n + E(2)

n ψ(0)
n

)
+ · · · (5.6)

对于 λ0, λ1, λ2 级项，分别有：

λ0 : Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n (5.7)

λ1 : Ĥ0ψ
(1)
n + Ĥ ′ψ(0)

n = E(0)
n ψ(1)

n + E(1)
n ψ(0)

n (5.8)

λ2 : Ĥ0ψ
(2)
n + Ĥ ′ψ(1)

n = E(0)
n ψ(2)

n + E(1)
n ψ(1)

n + E(2)
n ψ(0)

n (5.9)

可以看到，λ 的零次幂对应着无微扰时的精确解.
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5.1.2 一级修正

λ1 级项对应的方程已经求出：

Ĥ0ψ
(1)
n + Ĥ ′ψ(0)

n = E(0)
n ψ(1)

n + E(1)
n ψ(0)

n (5.10)

左右同时与 ψ(0)
n 作内积，得到：〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
= E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉
(5.11)

由于 Ĥ0 是 Hermite 算符，因此〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=
〈
Ĥ0ψ

(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
= E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
(5.12)

也就是左边第一项正好与右边第一项抵消. 又
〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉
= 1，因此

E(1)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
(5.13)

为了找到本征函数的一级修正，我们可以将 ψ(1)
n 用

{
ψ

(0)
k

}
展开：

ψ(1)
n =

∑
k ̸=n

c
(1)
k ψ

(0)
k (5.14)

然后将一级修正方程 (5.10) 改写成如下：(
Ĥ0 − E(0)

n

)
ψ(1)
n = −

(
Ĥ ′ − E(1)

n

)
ψ(0)
n (5.15)

将式 (5.14) 代入方程 (5.15)，得到：∑
k ̸=n

(
Ĥ0 − E(0)

n

)
c
(1)
k ψ

(0)
k =

∑
k ̸=n

(
E

(0)
k − E(0)

n

)
c
(1)
k ψ

(0)
k = −

(
Ĥ ′ − E(1)

n

)
ψ(0)
n (5.16)

将上式左右两边同时与 ψ
(0)
l 作内积，得到：∑

k ̸=n

(
E

(0)
k − E(0)

n

)
c
(1)
k

〈
ψ

(0)
l

∣∣∣ψ(0)
k

〉
= −

〈
ψ

(0)
l

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ

(0)
l

∣∣∣ψ(0)
n

〉
(5.17)

当 l ̸= n 时，得到：

(
E

(0)
l − E(0)

n

)
c
(1)
l = −

〈
ψ

(0)
l

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
−→ c(1)m =

〈
ψ

(0)
m

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
E

(0)
n − E

(0)
m

(5.18)

定义微扰矩阵元为：

H ′
mn ≡

〈
ψ(0)
m

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
=

ˆ (
ψ(0)
m

)∗
Ĥ ′ψ(0)

n dτ (5.19)

整理得到：

E(1)
n = H ′

nn =
〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

n

〉
, c(1)m =

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

(m ̸= n) (5.20)

因此本征函数的一级修正为：

ψ(1)
n =

∑
m ̸=n

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

ψ(0)
m (5.21)
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5.1.3 二级修正

将二级修正方程 (5.9) 的左右两边与 ψ(0)
n 作内积，得到：〈

ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ0

∣∣∣ψ(2)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(1)

n

〉
= E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(2)
n

〉
+E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
+E(2)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉
(5.22)

依然由 Ĥ0 是 Hermite 算符，因此左边第一项和右边第一项可以抵消；且〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
=
∑
m ̸=n

c(1)m

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
m

〉
= 0 (5.23)

因此

E(2)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(1)

n

〉
=
∑
m ̸=n

c(1)m

〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

m

〉
=
∑
m ̸=n

H ′
mnH

′
nm

E
(0)
n − E

(0)
m

=
∑
m ̸=n

|H ′
mn|

2

E
(0)
n − E

(0)
m

(5.24)

综上：

En = E(0)
n +H ′

nn +
∑
m ̸=n

|H ′
mn|

2

E
(0)
n − E

(0)
m

+ · · · (5.25)

ψn = ψ(0)
n +

∑
m ̸=n

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

ψ(0)
m + · · · (5.26)

5.2 简并微扰理论

如果无微扰态是简并的，也就是有两个 (或更多) 不同的态有着相同的能量，那么前面推导
的微扰理论将不再适用，因为式 (5.25) 和 (5.26) 中的分母有可能变为 0. 为了简便分析，我们引
入记号：无微扰时的波函数记为 φn，对应的能量记为 εn. 当存在简并时，设 Ĥ0 的本征方程为：

Ĥ0φn,i = εnφn,i (i = 1, 2, · · · , gn) (5.27)

零级波函数可以写成 {φn,i} 的线性组合：

ψ
(0)
n,i =

gn∑
i′=1

cii′φn,i′ (i = 1, 2, · · · , gn) (5.28)

将其代入 λ1 对应的方程 (5.10)，得到：(
Ĥ0 − E(0)

n

)
ψ

(1)
n,i =

(
E(1)

n − Ĥ ′
) gn∑

i′=1

cii′φn,i′ (5.29)

将上式左右两边同时与 φn,s 作内积，得到：

ˆ
φ∗
n,s

(
Ĥ0 − E(0)

n

)
ψ

(1)
n,idτ =

gn∑
i′=1

cii′

ˆ
φ∗
n,s

(
E(1)

n − Ĥ ′
)
φn,i′dτ (5.30)

即

(εn − εn)

ˆ
φ∗
n,sψ

(1)
n,idτ =

gn∑
i′=1

(
E(1)

n δsi′ −
ˆ
φ∗
n,sĤ

′φn,i′dτ
)
cii′ = 0 (5.31)
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令

H
′(n)
ij ≡

ˆ
φ∗
n,iĤ

′φn,jdτ (5.32)

则式 (5.31) 成为了关于 cii′ 的线性方程组：

gn∑
i′=1

(
H

′(n)
si′ − E(1)

n δsi′
)
cii′ = 0 (5.33)

该方程组有非零解的充要条件是系数行列式等于零：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H
′(n)
11 − E(1)

n H
′(n)
12 · · · H

′(n)
1gn

H
′(n)
21 H

′(n)
22 − E(1)

n · · · H
′(n)
2gn

...
... · · ·

...
H

′(n)
gn1

H
′(n)
gn2

· · · H ′(n)
gngn

− E(1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5.34)

方程 (5.34) 被称为久期方程. 由久期方程可解得能量的一级修正 E(1)
n ；求出 E(1)

n 后，求解 cii′

的线性方程组，便可得零级波函数.



6 含时问题的近似方法

6.1 引言

到目前为止，我们处理的所有实际问题可以归结为量子静力学，即势能函数中不显含时间：

V (r, t) = V (r). 然而实验上遇到的绝大多数物理量都是随时间而变化的，因此要准确预计实验
结果，就必须详细了解体系是如何随时间变化的. 因此态随时间的演变才是主要问题，而静力学
则处于次要地位.
量子力学出现这种反常现象是有原因的.

1. 其一是因为许多量子现象与稳定态之间发生的突变有关，这使得我们很少去考虑波函数随
时间变化的问题.

2. 其二是因为含时问题的求解一般十分困难，能得到精确解析解的问题非常少，绝大多数问
题都需要依靠各种近似方法.

按照 Hamilton 算符的情况，可将含时问题的近似方法分为三类 (图6.1)：

1. 含时微扰理论：与定态微扰类似，将 Hamilton 算符拆分成两部分 Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (t). 其中
Ĥ0 可精确求解，Ĥ

′ (t) 为含时微扰项，与前一项相比较小.

2. 绝热近似：Hamilton 算符包含有随时间变化非常缓慢的参数，这样粒子的状态可以用瞬时
的 Hamilton 算符的定态本征函数来描述.

3. 突然近似：Hamilton 算符只在非常短的时间内发生突变，由原来的常数变为另一个常数.

 

图 6.1: 三种近似：微扰理论、绝热近似和突然近似
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6.2 含时微扰理论

此时 Hamilton 量为：
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (t) , t > t0 (6.1)

其中 Ĥ0 可精确求解：Ĥ0φn (r) = εnφn (r). 第二项 Ĥ ′ (t) 是微扰项，与时间有关的部分都集中

在该项中. 含时 Schrödinger 方程为：

ih̄∂Ψ(r, t)

∂t
=
[
Ĥ0 + Ĥ ′ (t)

]
Ψ(r, t) (6.2)

由于 Ĥ0 的本征函数集 {φn} 是完备的，因此可将 Ψ(r, t) 进行展开：

Ψ(r, t) =
∑
n

cn (t) exp
(
− iεnt

h̄

)
φn (6.3)

注意此时的展开系数 cn (t) 是含时的. 将上式代入方程 (6.2)，得到：∑
n

{
ih̄dcn (t)

dt + εncn (t)

}
exp

(
− iεnt

h̄

)
φn =

∑
n

{
εncn (t) + Ĥ ′ (t) cn (t)

}
exp

(
− iεnt

h̄

)
φn

(6.4)

上式第二项与第三项相互抵消. 然后用 φ∗
b exp

(
iεbt
h̄

)
与两边作点乘，得到：

ih̄dcb (t)
dt =

∑
n

cn (t) exp
(

i (εb − εn) t

h̄

)
H ′

bn (t) (6.5)

式中

H ′
bn (t) ≡

ˆ
φ∗
bĤ

′ (t)φndτ (6.6)

称为微扰矩阵元.
式 (6.5) 实际上是一组耦合的一阶微分方程，可写成矩阵的形式：

ih̄


ċ1

ċ2

ċ3
...

 =


H ′

11 H ′
12eiω12t H ′

13eiω13t · · ·
H ′

21eiω21t H ′
22 H ′

23eiω23t · · ·
H ′

31eiω31t H ′
32eiω32t H ′

33 · · ·
...

...
... . . .




c1

c2

c3
...

 (6.7)

其中 ωbn = (εb − εn) /h̄.事实上矩阵元并不全是独立的，观察可知非对角元满足：H ′
ij = H ′∗

ji, ωij =

−ωji. 引入微扰计算，将系数展开成微扰的形式:

cn = c(0)n + c(1)n + c(2)n + · · · (6.8)

代入式 (6.5)，并使同一级近似的系数相等，得到：

ih̄dc(0)b

dt = 0 (6.9)

ih̄dc(1)b

dt =
∑
n

H ′
bnei(εb−εn)t/h̄c(0)n (6.10)

ih̄dc(2)b

dt =
∑
n

H ′
bnei(εb−εn)t/h̄c(1)n (6.11)
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上面第一个方程表明：c
(0)
b 是一个常数，与时间无关. 我们的重点将放在一级近似的求解的，其

他级的近似不予以考虑.
为了求得一级近似解，考虑如下的物理问题：假设体系在初始时刻 (t ⩽ t0) 处于 Ĥ0 的一个

能量为 εa 的本征态 φa 中，在 t > t0 的时刻，我们希望知道体系跃迁到 φb 的概率. 根据这一情
况有：

cn (t0) = δna (6.12)

而系数 c
(0)
b 与时间无关，因此在加入微扰后，就有

c(0)n (t) = δna (6.13)

将上式代入式 (6.10)，便得
dc(1)b

dt =
1

ih̄H
′
ba (t) ei(εb−εa)t/h̄ (6.14)

对上式直接积分，便得

c
(1)
b (t) =

1

ih̄

ˆ t

t0

H ′
ba (t

′) ei(εb−εa)t
′/h̄dt′ (6.15)

这就是一级近似情况下含时微扰理论的基本方程. 由于不考虑高阶近似，可以将 c
(1)
b (t) 简记为

cb (t). 将其代入式 (6.3)，则粒子随时间演化的波函数 Ψ(r, t) 就可以确定. 再根据量子力学的基
本原理，粒子处在 φb 态的概率为:

Pa→b (t) = |cb (t)|2 =
1

h̄2

∣∣∣∣ˆ t

t0

H ′
ba (t

′) ei(εb−εa)t
′/h̄dt′

∣∣∣∣2 (6.16)

我们称这一概率为 a 态到 b 态的跃迁概率.

6.3 常微扰

6.3.1 跃迁概率

此时微扰形式是

Ĥ ′ (t) = Ĥ′ (6.17)

代入方程 (6.15)，得到：

cb (t) =
1

ih̄H
′
ba

ˆ t

0

ei(εb−εa)t
′/h̄dt′ (6.18)

由于 ε/h̄ 为频率的量纲，引入 Bohr 角频率：

ωba =
εb − εa
h̄

(6.19)

对原式积分，得到：

cb (t) = H′
ba

1

h̄ωba

(
1− eiωbat

)
(6.20)

因此，体系在 t 时刻跃迁到末态 φb 的概率为：

Pa→b (t) =
1

h̄2
|H′

ba|
2 |1− eiωbat|2

ω2
ba

=
|H′

ba|2

h̄2
2 [1− cos (ωbat)]

ω2
ba

=
|H′

ba|2

h̄2
sin2 (ωbat/2)

(ωba/2)
2 (6.21)
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