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一、Cauchy定理

1.单连通区域：若函数𝑓𝑓(𝑧𝑧)在闭单连通区域 �𝐵𝐵上解析，则沿 �𝐵𝐵上任一分段光滑的闭合曲线𝑙𝑙（可
以是边界），有

2.复连通区域：若            为复连通区域的全部边界线，则

式中的积分均沿边界线的正方向进行.
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3.一个重要积分：

解析：当𝑙𝑙不包围点𝑎𝑎时，显然有𝐼𝐼 = 0；当𝑙𝑙包围点𝑎𝑎，且𝑛𝑛 ≥ 0时，也有𝐼𝐼 = 0.因此下面我们讨论

𝑙𝑙包围点𝑎𝑎且𝑛𝑛 < 0的情形.

在𝑙𝑙的内部，以𝑎𝑎为圆心，𝑅𝑅为半径，作圆周𝑙𝑙𝑙；在𝑙𝑙𝑙上，𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 = 𝑅𝑅𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑

当𝑛𝑛 = −1时，

当𝑛𝑛 ≠ −1时，
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再利用复连通区域Cauchy定理，我们有

*由本题引出的重要结论：

当𝑙𝑙包围点𝑎𝑎，且𝑛𝑛 = −1时，我们有

因此

上式是一个非常有用的结论，利用它可以推导出Cauchy公式和留数定理.
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二、Cauchy积分公式及其推论

1.Cauchy积分公式：若𝑓𝑓(𝑧𝑧)在闭单连通域 �𝐵𝐵上解析，𝑙𝑙为边界线，𝑎𝑎为区域内的任意一点，则

2.导数公式：对Cauchy积分公式左右两边进行多次求导，可得

3.Cauchy不等式：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在区域𝐵𝐵内解析，𝑎𝑎为𝐵𝐵内一点，以𝑎𝑎为圆心作圆周𝐶𝐶: 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 = 𝑅𝑅，𝐶𝐶及其

内部均含于𝐵𝐵；若∀𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶，有 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≤ 𝑀𝑀,则
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证明：运用导数公式

4.刘维尔定理：如果𝑓𝑓(𝑧𝑧)在全平面上解析，并且是有界的，即∃𝑁𝑁, 𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≤ 𝑁𝑁，则𝑓𝑓(𝑧𝑧)必为

常数.

证明：在全平面上任选一点𝑎𝑎，以其为圆心作圆𝐶𝐶: 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 = 𝑅𝑅，由于∀𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶，有 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≤ 𝑁𝑁

因此由Cauchy不等式

令上式中𝑛𝑛 = 1，即得

由于𝑓𝑓(𝑧𝑧)在全平面解析，故可令𝑅𝑅 → ∞，便有 𝑓𝑓𝑙(𝑧𝑧) → 0，因此𝑓𝑓(𝑧𝑧)为一常数.
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5.模数原理：设𝑓𝑓(𝑧𝑧)在某个闭区域上解析，则 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 只能在边界线𝑙𝑙上取极大值.

证明：由于𝑓𝑓(𝑧𝑧)解析，故 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑛𝑛也解析，对区域内任一点𝑎𝑎，由Cauchy积分公式由有

设 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 在边界上的极大值为𝑀𝑀，𝑙𝑙上 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 的极小值为𝛿𝛿，𝑙𝑙的周长为𝑠𝑠

即

令𝑛𝑛 → ∞，便得到

Cauchy积分公式及其推论
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6.代数学基本定理：复平面上的𝑛𝑛次多项式𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎0𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑎𝑎0 ≠ 0)至少有一个

零点.

Cauchy积分公式及其推论

证明：设𝑝𝑝(𝑧𝑧)在复平面上无零点.由于𝑝𝑝(𝑧𝑧)在复平面上解析，故
1

𝑝𝑝(𝑧𝑧)
在复平面上也解析.

又                                          ，因此 

由极限的定义，存在充分大的正数𝑅𝑅，当 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅时，

又
1

𝑝𝑝(𝑧𝑧)
在闭圆 𝑧𝑧 ≤ 𝑅𝑅上连续，设

1
𝑝𝑝(𝑧𝑧)

在边界 𝑧𝑧 = 𝑅𝑅上的最值为𝑀𝑀，则当 𝑧𝑧 ≤ 𝑅𝑅时，

从而，在复平面上，有             .由刘维尔定理，
1

𝑝𝑝(𝑧𝑧)
必为常数，即𝑝𝑝(𝑧𝑧)必为常数.

与𝑝𝑝(𝑧𝑧)是𝑛𝑛次多项式矛盾.故𝑝𝑝(𝑧𝑧)在复平面上必存在零点，证毕.
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三、留数定理

1.由Cauchy定理，可知解析点对回路积分的值没有贡献.

由                         ，可知函数在奇点处作幂级数展开后-1次方项对积分值有贡献.

留数定理

2.奇点的分类:①可去奇点：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧0邻域上的Laurent展开为

则𝑧𝑧0叫做𝑓𝑓(𝑧𝑧)的可去奇点，此时显然有             ，可通过重定义将其消除.

②极点：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧0邻域的Laurent展开为

则𝑧𝑧0叫做𝑓𝑓(𝑧𝑧)的𝑚𝑚阶极点

*等价定义：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧0某去心邻域内能表成               ，且𝜆𝜆(𝑧𝑧0) ≠ 0
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③本性奇点：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧0邻域内的Laurent展开有无限多个负次幂项，则𝑧𝑧0叫做𝑓𝑓(𝑧𝑧)的本性奇点.

3.留数：由于Laurent级数中         的系数𝑎𝑎−1具有特殊的地位，特地称其为𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧0点的留

数，记作Res𝑓𝑓(𝑧𝑧0)

4.留数定理：设𝑓𝑓(𝑧𝑧)在回路𝑙𝑙所包围的区域上除有限个孤立奇点𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, … , 𝑧𝑧𝑛𝑛外解析，则

5.无穷远点的留数：取一个足够大的回路𝑙𝑙包围有限远处所有的奇点，则由留数定理有

定义                    ，则有
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*直接计算无穷远点留数的一种方法： 𝑧𝑧 → ∞时，若

留数定理

则此时直接有Res𝑓𝑓 ∞ = 𝑏𝑏1

例如，令                     ，当 𝑧𝑧 → ∞，                        ，故Res𝑓𝑓 ∞ = −3
2
  

6.极点留数的计算：若𝑧𝑧0是𝑓𝑓(𝑧𝑧)的𝑛𝑛阶极点，则

𝑛𝑛 = 1时，𝑧𝑧0是单极点，设𝑓𝑓(𝑧𝑧)可以表成𝑓𝑓 𝑧𝑧 = 𝜑𝜑(𝑧𝑧)
𝜓𝜓(𝑧𝑧)

，𝑧𝑧0是𝜓𝜓(𝑧𝑧)的单根，𝜑𝜑(𝑧𝑧0) ≠ 0

则
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四、例题讲解与总结

例题讲解与总结

 类型一：可直接用留数定理计算

例1：计算积分           ，其中            ，逆时针方向.

解析：令𝑧𝑧2 + 1 = 0，解得𝑧𝑧 = 𝑖𝑖或−𝑖𝑖，在𝐶𝐶所包围的区域内，被积函

数的奇点只有𝑧𝑧0 = −𝑖𝑖

又因为𝑧𝑧0 = −𝑖𝑖是单极点，因此

由留数定理，原式
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 类型二：回路包围奇点较多，用无穷远点的留数计算

例题讲解与总结

例2：计算积分                    ，其中        ，逆时针方向.

解析：令 2 + 𝑧𝑧 1 + 2𝑧𝑧4 = 0，得被积函数在𝐶𝐶包围区域内的奇
点有

此时奇点个数较多，逐个计算留数会非常麻烦，因此我们考虑计

算无穷远点的留数

当 𝑧𝑧 → ∞时，                     ，因此

因此原式
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 类型三：有理三角函数积分

积分                    ，其中𝑅𝑅是sin𝜃𝜃 , cos𝜃𝜃的有理函数，且𝑅𝑅在 0,2𝜋𝜋 上是连续的

作变换𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃，则

则原积分变为

例3：计算积分

解析：被积函数         是关于𝜃𝜃的偶函数，因此

按照上面的步骤，我们有

例题讲解与总结
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令                ，解得

由于𝑧𝑧1𝑧𝑧2 = 1，因此必定只有一个奇点𝑧𝑧1位于单位圆内；又𝑧𝑧1是被积函数的单极点

因此

由留数定理，
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 类型四：实函数的无穷积分

对于积分            ，将定义域延拓到复平面成为复函数𝑓𝑓(𝑧𝑧)；然后寻找合适的积分路径，形

成复平面的闭合围道；一般来说，我们选取如图所示的半圆形积分回路

则

如果 𝑧𝑧 → ∞时，𝑧𝑧 � 𝑓𝑓(𝑧𝑧) → 0，则有

*大圆弧引理：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在∞点的邻域内连续，在𝜃𝜃1 ≤ arg𝑧𝑧 ≤ 𝜃𝜃2中，当𝑧𝑧 → ∞时，

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑧𝑧)一致地趋近于𝐾𝐾，则
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例4：计算积分

解析：原式             ，取半圆𝐶𝐶𝑅𝑅与𝐶𝐶组成闭合回路

令(1 + 𝑧𝑧2)3= 0，解得𝑧𝑧 = ±𝑖𝑖，位于回路包围区域内的奇点只有

𝑧𝑧0 = 𝑖𝑖一个

又因为𝑧𝑧0 = 𝑖𝑖是被积函数的三阶极点，因此

且 𝑧𝑧 → ∞时，                  ，因此

由留数定理，
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 类型五：含三角函数的无穷积分

该类型处理的积分是                 或

此时依然可以采用类型四中的半圆形围道去处理该类积分，但被积函数一般不取𝑓𝑓 𝑥𝑥 cos𝑝𝑝𝑥𝑥或

𝑓𝑓 𝑥𝑥 sin𝑝𝑝𝑥𝑥，因为𝑧𝑧 = ∞是cos𝑝𝑝𝑧𝑧 , sin𝑝𝑝𝑧𝑧的本性奇点

为了解决这一问题，我们可以将被积函数取为𝑓𝑓 𝑧𝑧 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑝𝑝𝑧𝑧，那么由欧拉公式有：

这样一来，只需要计算出           ，再比较实部和虚部，就可以求得                  

和
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那么，在什么条件下，               呢？

*Jordan引理：在0 ≤ arg𝑧𝑧 ≤ 𝜋𝜋范围内，当 𝑧𝑧 → ∞时，𝑓𝑓(𝑧𝑧)一致地趋于0，则

例5：计算积分

解析：考虑积分               ，令𝑧𝑧2 + 𝑎𝑎2 = 0，则在积分回路

包围的区域内，，被积函数的奇点只有𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑖𝑖.

又由Jordan引理，有

则由留数定理，
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实虚部相对应，便得                   ，因此

思考：在前面我们提到，𝑧𝑧 = ∞是cos𝑝𝑝𝑧𝑧 , sin𝑝𝑝𝑧𝑧的本性奇点，但这是否意味着

或                  一定不存在呢？

*补充引理：设𝑓𝑓(𝑧𝑧)只有有限个奇点，且在下半平面的范围内，当 𝑧𝑧 → ∞时𝑓𝑓(𝑧𝑧)一致地趋于0，则

可利用该补充引理，重新求解例5
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根据留数定理，有

由Jordan引理，有

由补充引理，有

因此，

这样一来，便直接得到                   ，因此
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 类型六：积分路径上有奇点的情形

例6：计算积分

解析：考虑复积分              ，令𝑧𝑧 1 + 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2 = 0

解得𝑧𝑧1 = 0, 𝑧𝑧2 = −1
2

+ 3
2
𝑖𝑖, 𝑧𝑧3 = −1

2
− 3

2
𝑖𝑖

此时若依然采用之前的半圆形围道，那么积分路径上将出

现奇点𝑧𝑧1 = 0

因此，考虑如图所示的扇环形围道，由留数定理：

例题讲解与总结



复变函数积分专题 例题讲解与总结

由大圆弧引理，可得

*小圆弧引理：𝑓𝑓(𝑧𝑧)在𝑧𝑧 = 𝑎𝑎的空心邻域内连续，并且在𝜃𝜃1 ≤ arg(𝑧𝑧 − 𝑎𝑎) ≤ 𝜃𝜃2
范围内，当 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 → 0时， 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑧𝑧)一致地趋近于𝑘𝑘，则

由小圆弧引理，

故
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 类型七：多值函数的复积分

例7：计算积分

解析：考虑复积分           ，此时分子的𝑧𝑧𝛼𝛼−1是多值函数，𝑧𝑧 = 0及∞是其支点

将复平面沿正实轴割开，采用如图所示的玦形围道，并规定割线上

岸arg𝑧𝑧 = 0,则该围道积分可拆分成几个部分

在0 < 𝛼𝛼 < 1的条件下，

因此
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并且，被积函数在围道内只有一个奇点𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝜙𝜙+𝜋𝜋)，由于其为单极点，因此

原式

因此
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