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想说的话

我在写这段文字时，我的理论力学成绩已经出来了，考的并不好。准确来说，它是我进大学

以来考得最低的一门科目。可以想象我此时的心情是无比矛盾的，理论力学是我无比热爱的学

科，我在它上面倾注了许多时间与心血，最终却没有在成绩上体现出来。

但是仔细想想会发现，我感到难过的根本原因，是因为我以成绩的高低来评判自己一门学科

学的好不好的标准。自进入初中进入义务教育以来，这种唯成绩论的思想一直伴随着我，它在一

定程度上鞭策着我努力，但更多时候是给我带来了无尽的焦虑与痛楚。仿佛只要成绩不好，就不

配说自己真的热爱某一门学科。我不知道正阅读这份讲义的人，是否拥有过同样的烦恼。这是当

今时代的一个通病，我们被各种指标所衡量着评价着，没有人会在意你过程中的辛酸与挣扎，他

们只关心最终的结果。所以我们必须对自己好些，多给自己加加油。

这一学年我看待事情的心态变化了很多。曾经以为会让我的世界崩塌的挫折，最终倒也没

有击垮我。我发现，我开始能够慢慢接受自身的不完美，慢慢能够明白自己的能力其实是非常有

限的。我无法在所有方面都做到极致，我需要停下来，去感受我不长不短的一生。活着，其实就

是为了感受。感受每一天的昼夜更替，感受蓝天白云，感受日常的生活作息，感受那些美好的友

谊，感受令我难过的挫折，感受每一次挫折后的成长，感受获得，感受失去。我相信，人生的容

错率并没有那么低，我们只管往前看，大胆地迈向想去的地方，不要过分衡量结果，大口呼吸，

活出自己。

过几天就是我的 20 岁生日。如果人生是一本书的话，我这本书已经写完了基本的人物铺垫
与情节引入，即将进入跌宕起伏的核心章节。多么想和过去的自己说再见呀，忘却所有的荣誉，

也忘却所有的失去。你是傅林，你是你自己，而不是别人定义的种种。从一个新的起点出发，去

重新追求自己想活出的人生。我相信，只有放下地足够彻底，未来才能获得更多。

这份理论力学讲义的作者，不是什么理论力学方面的专家，他只是一个对物理充满好奇与热

爱的学生，他只是在以自己的方式记录他对物理的见解。希望你在翻阅这份讲义时，包容他的才

疏学浅，感受他对知识的虔诚；如果可以，希望你能给他提一些建议，帮助他更好的成长。感激

不尽！

傅林

2024 年 7 月 5 日

foreverlinlin2004@163.com
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Chapter 1

最小作用量原理

1.1 最速降线问题

我们要学习的这门课程，叫做理论力学 (你也可以叫它分析力学、经典力学等). 走进理论力
学的世界，意味着我们要暂时和之前无比熟悉的牛顿力学告别了. 这是真的，如果不走出从前旧
的思维模式，我们很难接受下面要学习的一套新的理论体系. 或许你在之前已经翻阅过一些理论
力学的教材，我不知道你是否被一些高大上的名词 (如拉格朗日量、变分等) 弄得有点不知所措.
但不管怎么样，我希望大家在学习这门课程时是能够感受到它的有趣的，能够欣赏到理论的美

感. 所以，我们要从一个看起来足够简单的问题谈起.
假设竖直平面内有 A,B 两个点，它们不在一条竖直线上，而且令 A 要高于 B. 我们要设计

一条曲线轨道连通这两点，使得仅受重力作用且初速度为零的质点沿这条轨道从 A 运动到 B 所
需的时间最短. 这就是大名鼎鼎的最速降线问题.

图 1.1: 哪一条路径能满足条件呢？

你或许会凭着直觉回答：这还不简单！两点之间直线最短，那肯定在直线上运动用时也最短

啦. 也有人持不同看法，他们可能会给出其他不同的答案. 但不管怎样，我们可以大体把答案分
为三类：位于直线上方的曲线、直线、位于直线下方的曲线，分别对应图1.1中的 1,2,3 号曲线.
我们可以大致把沿三条路径运动时质点的 v − t 图画一下，如图1.2所示.

图 1.2: 三条路径的 v − t 图
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6 CHAPTER 1. 最小作用量原理

在 v− t 图中曲线与 t 轴围成的面积便是位移，在该问题中无论沿哪条路径位移都应该是一

样的，因为起点和终点是确定的，这就要求 1,2,3 三条路径对应的 v − t 曲线与 t 轴围成的面积

一样. 结合图1.2，我们很快就能确定 t3 < t2 < t1. 也就是说，最终的答案应是直线下方的某一条
曲线.
历史上，约翰·伯努利通过类比几何光学中的费马原理，巧妙地解决了这个问题. 那我们能

不能直接从动力学出发，算出沿某一路径所需时间的表达式，然后求出这个表达式的极小值呢？

图 1.3: 尝试用动力学方法求出时间

我们在轨迹 y = y (x) 上取一段极短的弧元 ds，由高等数学的知识可知 ds =
√
1 + (y′)

2dx.
且在这段弧元上质点的速度可近似看成不变，大小为 v =

√
2gy，则该弧元上的运动时间

dt = ds
v

=

√
1 + (y′)

2dx
√
2gy

(1.1)

对 dt 积分便得到全程的运动时间：

t =

ˆ
dt =

ˆ xB

xA

√
1 + (y′)

2dx
√
2gy

(1.2)

看起来马上就要迎来胜利的曙光了，但遗憾的是，式 (1.2) 这个积分我们是算不出来的，因
为积分表达式里面含有 y, y′，而我们压根就不知道 y 的具体表达式，我们要求的正好就是时间

最短时 y 的表达式呀. 在下一节我们将进一步深入讨论这个问题.

1.2 泛函与变分

我们来重新审视一下式 (1.2) 的积分，可将其一般化，变成下面的形式：

J =

ˆ x2

x1

F (x, y, y′) dx (1.3)

我们只需要把 y 的表达式 y (x) 输进去，式 (1.3) 的积分就能完全确定，从而计算出一个值. 它
就像一台数学机器，输入一个函数，返回一个数，我们把它称为泛函，它是“函数的函数”. 事
实上我们之前是接触过泛函这个东西的，例如：

• 空间中两点用任意曲线连接，曲线的长度就是关于曲线形状的泛函；

• 对于平面内一封闭曲线，其包围的面积就是曲线形状的泛函.

研究泛函的极值问题，便是所谓的变分问题. 为了快速抓住变分问题的内核，我们可以类比
普通函数的极值问题. 对于一个普通函数 f (x)，在极值点处应有 df (x) = 0. 微分 df (x) 指的是
自变量 x 发生一个小变化 dx 所带来的函数值的变化.
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类似地，泛函的变分指函数 y (x) 发生了一个小变化 δy (x)，从而使得泛函的值发生了一个

小变化 δJ . 泛函取极值时，应有 δJ = 0.
为了解决变分问题，还需要补充几个变分的性质：

1. x 的变分应为 0.

δx ≡ 0 (1.4)

这其实很好理解：变分来源于函数 y (x) 本身的变化，而不是 x 的变化.

2. 在积分端点 (边界) 处函数的变分为 0.

δy (x1) = δy (x2) = 0 (1.5)

就像最速降线问题，起点 A 和终点 B 是固定好的，任何一条路径都要经过这两点.

3. 变分和求导可以交换次序，即导数的变分 = 变分的导数.

δ

(
dy
dx

)
=

d
dx (δy) (1.6)

武器已经全部准备好了，下面让我们正式分析式 (1.3) 取极值的条件. 设 y (x) 经过一个小

扰动后变成了 ȳ (x)，此时泛函 J 的值变成

ˆ x2

x1

F (x, ȳ, ȳ′) dx. 对其作展开得到

ˆ x2

x1

F (x, ȳ, ȳ′) dx =

ˆ x2

x1

[
F (x, y, y′) +

∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′
]

dx (1.7)

然后计算 J 的变分：

δJ =

ˆ x2

x1

F (x, ȳ, ȳ′) dx−
ˆ x2

x1

F (x, y, y′) dx 利用式 (1.7)

=

ˆ x2

x1

[
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′
]

dx 利用式 (1.6)

=

ˆ x2

x1

[
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
· d

dx (δy)

]
dx

=

ˆ x2

x1

[
∂F

∂y
δy +

d
dx

(
∂F

∂y′
δy

)
− δy

d
dx

(
∂F

∂y′

)]
dx

=
∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣x2

x1

+

ˆ x2

x1

δy

[
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)]
dx 利用式 (1.5)

=

ˆ x2

x1

δy

[
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)]
dx (1.8)

我们已经知道，泛函取极值应有 δJ = 0，也就是要让式 (1.8) 等于 0，也就是式中的积分表
达式要恒为 0. 由于 δy 是在函数 y (x) 上加的扰动，它不能为 0，因此只能有

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0 (1.9)

式 (1.9) 便是变分问题的欧拉-拉格朗日方程 (Euler-Lagrange equation)，它是泛函取极值的必
要条件. 至此，本节的使命已经完成，我们得到了一个非常重要的方程，它将在后面的分析中发
挥神奇的作用.
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1.3 速度相空间

经历了上一节大篇幅的数学推导，读者或许有些疲倦了，甚至有些怨言：我们怎么跑偏题

了？这是物理讲义啊，怎么光去讲数学了？所以现在是时候补充一些预备的物理知识了.
首先我们要明白，力学的基本问题，是要研究力学系统的“位形”随时间的演化. 位形 (con-

figuration)，指力学系统中各个质点的空间位置，描述了系统中各点的空间分布. 例如，对于一
个 N 个质点组成的质点系，给出 N 个质点的位矢

{r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗N}

便给出了质点系的一个位形.
下面我们要思考一个问题：确定了系统的位形，是否就唯一确定了系统的状态？定性来分

析：位置相同，可以有不同的速度；速度不同，会导致下一时刻的位置不同，所以当前位形是不

能决定以后的位形的. 但如果位形和速度都确定了，我们就能推知其下一时刻的位形和速度. 也
就是说，位形与速度合在一起，构成了系统的状态. 还是以 N 个质点组成的质点系为例，如果

我们给出每个质点的位矢和速度{
r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗N ; ˙⃗r1, ˙⃗r2, · · · , ˙⃗rN

}
也就给出了质点系的一个状态.
“位形 + 速度”构成的状态空间，称为速度相空间. 速度相空间中的一个点，便代表了系统

的一种可能状态. 分析力学有两大形式：拉格朗日力学和哈密顿力学. 而拉格朗日力学便是在速
度相空间中研究问题. 提前剧透一下也无妨：哈密顿力学则是在“相空间”中研究问题.
谈完了空间，下面我们来谈谈坐标. 坐标的本质，其实就是某种空间的参数化. 只要给定一

组数，能够唯一确定空间中的一点，就可以把这组数叫做坐标. 以我们生活的三维空间为例，为
了定量描述某个点的位置，我们可以用直角坐标、球坐标、柱坐标等. 为了参数化位形空间 (系
统所有可能位形的集合)，我们可以引入广义坐标 (generalized coordinates)，它是任何一组能够
唯一确定系统位形的独立参量.
让我们以一个简单的单摆为例，来让大家感受什么是广义坐标. 假设摆长是固定的，我要确

定这个小球的位置，很显然只需要摆角 θ 这一个参数就够了. 除此之外，其横坐标 x 也可以充当

广义坐标的角色. 那它的纵坐标 y 能不能作为广义坐标呢？答案是不能，因为同一个 y 会对应两

个左右对称的位置. 相信经过这个例子，大家应该能明白广义坐标有什么用了.

图 1.4: 单摆的广义坐标可以选 θ 或 x

上面的例子算得上是非常简单的物理系统了，如果情形再复杂一些，恐怕广义坐标就没有这

么好选取了. 所以我们现在存在几个疑问：

• 一个力学系统究竟要几个广义坐标，才能完整描述其位形？

• 如何能够减少广义坐标的数目 (当然是数目越少越好分析)？



1.4. 约束与自由度 9

1.4 约束与自由度

想要解答上一节遗留的两个疑问，我们必须再学习一下约束 (constraint) 的概念. 其实这个
概念很好理解：约束是对系统所能达到的状态所强加的“运动学”限制条件，也就是说状态空间

(速度相空间) 中有些地方是无法到达的，系统实际能够到达的只是状态空间的某个子空间.
举个例子，我在体育场跑步，理论上我可以到达这块场地的任何一个点. 但现在老师规定：

只能在跑道上跑，不准越线. 于是我的活动空间就被限缩在了跑道上，跑道外的地方我是不能到
达的，这就是一个约束.
下面我们给约束分类. 首先按照质点是否能够脱离约束，可将约束分为可解约束和不可解约

束. 用杆连接的小球，这显然是一个不可解约束，因为杆具有不可压缩性，小球距离轴心的距离
无论如何都是杆长 l. 设轴心为原点，则这个约束的数学表达式就是 x2 + y2 + z2 = l2. 如果把杆
换成一根绳子，那就变成了可解约束，因为当小球距轴心的距离小于绳长 l 时，绳子是没有张力

的，小球完全感受不到自己身上绑了一根绳子. 这个约束的数学表达式为 x2 + y2 + z2 ⩽ l2.

图 1.5: 直观理解可解与不可解约束

也就是说，不可解约束的数学表达式应是一个“等式”：

f
(
r⃗1, · · · , r⃗n; ˙⃗r1, · · · , ˙⃗rn; t

)
= 0 (1.10)

而可解约束则是一个“不等式”：

f
(
r⃗1, · · · , r⃗n; ˙⃗r1, · · · , ˙⃗rn; t

)
⩽ 0 (1.11)

很显然，不可解约束的“等式”要比可解约束的“不等式”好分析得多，所以我们对不可解

约束进行更深入的研究. 如果仅仅对系统的“位形”进行约束，称为几何约束：

f (r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗n; t) = 0 (1.12)

如果同时约束了位形和速度，则称为微分约束：

f
(
r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗n; ˙⃗r1, ˙⃗r2, · · · , ˙⃗rn; t

)
= 0 (1.13)

乍一看好像觉得这样分类挺合理，但如果仔细想想就会发现问题：几何约束只约束了位形，

但是约束位形必然会约束速度呀！比方说我把一个三维空间里的小球约束在 xOy 平面上，这看

起来只约束了位形，但此时小球的速度只能位于平面内，不可能有 z 方向的速度分量，所以小

球的速度也受到了约束. 为了进一步说明问题，我们可以把式 (1.12) 对时间求导：

df
dt = 0 −→ ∂f

∂t
+

n∑
k=1

∂f

∂r⃗k
˙⃗rk = 0 (1.14)

求导后式中明显出现了速度，所以几何约束可以通过求导变成微分约束.
那能不能反过来呢：微分约束是否一定可以通过积分变成几何约束？答案是否定的，如果二

者可以畅通无阻地互换，那人们根本没必要把它们区分开来. 实际上，按照是否可积，我们还可
以把微分约束分成可积分的和不可积分的.
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• 可积分的微分约束：如 ẋ− ẏ = 0，积分后得 x− y = C，顺利转化为了几何约束

• 不可积分的微分约束：如 ẋ− ẏz = 0，左右同时乘上 dt 得 dx− zdy = 0. 如果想把它积出
来，我们必须知道 z 随 y 的变化 z (y)，很显然这是不能做到的. 因为判断约束是在解题之
前进行的，我们压根不知道系统怎么运动，所以也就不知道 z (y) 的表达式了.

经历了前面大段的讨论，我们有了一个小结论：几何约束和可积分的微分约束实质上同时约

束了系统的位形和速度，因此人们把它们统称为完整约束；完整约束之外的所有约束则称为不完

整约束. 幸运的是，本课程只分析受完整约束的系统——完整系统.
最后的最后，按照约束表达式是否显含时间 t，还可以进行分类.如果约束中不显含时间，则

称为定常约束 (稳定约束)；反之则称为非定常约束 (不稳定约束).
好了，我们终于扯完了约束. 现在可以回答上一节遗留的问题了：力学系统需要多少个广义

坐标才能完整描述其状态？这个问题涉及到系统的自由度问题. 自由度的定义是：确定一个系统
运动状态所必须的、独立变化的物理量个数.
假设系统中现在有 N 个质点, 在三维空间中每个质点都需要 3 个坐标，所以理论上描述这

堆质点的位置需要 3N 个坐标. 但是分析力学较于牛顿力学的一个优势便是：约束能够大大简化
问题. 具体一点，一个约束可以减少一个自由度. 设自由度为 s，所受完整约束的个数为 k，则应

有

s = 3N − k (1.15)

在分析问题时，广义坐标数就等于自由度.
举个例子，一个二维平面中运动的质点，其自由度为 2，你需要找两个坐标才能描述它的位

置 (直角坐标或极坐标). 但如果你给它加一个约束，比如说把它系在一根绳上构成一个单摆，那
自由度就变成了 1，只需要一个坐标就可以了.
我之所以花大功夫向读者介绍约束与自由度，是因为它们是分析力学的基础知识，虽然看起

来琐碎，但是在学一门新的课程时打牢基础是很有必要的. 之后再遇到这些专业名词时，我们就
不至于一脸茫然不知所措了.

1.5 最小作用量原理

请读者重新看看式 (1.3) 那个积分式，它的地位可不一般. 绝大多数情况下，物理中所遇到
的泛函都可以写成那样的积分形式. 只不过我们要把式中的字母变一下：

S =

ˆ t2

t1

L (t, qα, q̇α) dt (1.16)

式中 L 称为拉格朗日量 (Lagrangian)，积分 S 称为作用量 (action). 拉氏量 L 是广义坐标 qα、

广义速度 q̇α 和时间 t 的函数，它描述了整个物理系统的动力状态. 分析力学的最高原理——最
小作用量原理 (哈密顿原理) 表述如下：

最小作用量原理 经典力学体系在时刻 t1 和 t2 之间的真实运动轨迹使得该体系的作用量 S 取

极值.

而我们又知道，泛函取极值的必要条件已经由式 (1.9) 给出了，我们只需要把式中的 F 换

成 L，x 换成 t，y 换成 qα，就可以得到：

d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0 (1.17)
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上式就是我们想要得到的运动微分方程，称为拉格朗日方程. 也就是说，想要分析一个力学系统
的运动，我们的分析逻辑其实是相当清晰的：

1. 确定自由度，然后选择合适的广义坐标；

2. 写出系统的拉格朗日量

3. 代入拉格朗日方程 (1.17)，便得到了系统的运动学方程

于是后面学习的重点，自然就变成了如何才能写出力学系统的拉格朗日量. 这个我们将在下
一章重点学习，接下来我想就如何理解这个最高原理——最小作用量原理，进行一些说明.
想象有一个叫哈密顿的人对牛顿力学一无所知，他现在在观察平抛运动. 设小球在同一点以

不同水平速度出射，做了很多次实验，他发现了如下规律：

• 只要出射高度相同，那么落地的时间就是相同的

• 以不同水平速度出射，小球落地点的水平位置是不同的

• 小球的运动轨迹和落地点的位置是一一对应的，也就是说不可能抛出两条不同的轨迹，却
有着相同的落地点

上面的第三点说明：小球的轨迹可以被起点和终点的位置唯一确定！如图1.6所示，其中实线是
我们所能真正观察到的轨迹，而虚线是从来没有出现过的.

图 1.6: 小球的空间轨迹只能是实线

哈密顿自然没有放过这一点，他做了如下思考：上面的实线轨迹和虚线轨迹都满足相同的端

点条件，为什么偏偏只有实线能够发生呢？这条轨迹到底有什么特殊之处呢？于是他就猜测：大

自然一定存在某种法则，给每一条轨迹一个“指标”，只有这个“指标”取特殊值时对应的运动

才能发生. 现在我们知道了，这个“指标”就叫做作用量，这个特殊的条件就是作用量必须取极
小，这条法则就叫做最小作用量原理.
现在我们应该能够直观感受到最小作用量原理与牛顿力学在处理问题时的思路在本质上的

不同了. 在牛顿力学中，我们如果知道某一时刻的位置与速度，运动微分方程就决定了下一时刻
的位置和速度，然后又不断决定下下一时刻的状态，如此往复. 所以牛顿力学的思维方式是局域
的、微分的. 而最小作用量原理是把所有可能的运动状态都交给大自然筛选，大自然会自动筛选
出作用量最小的那一种运动情形.
朗道的《力学》正是基于最小作用量原理，推导出了整个分析力学体系. 本套讲义也将沿用

这一逻辑，一开始就把这个最高原理交代清楚，它将迅速把我们带入分析力学的思维模式.



Chapter 2

拉格朗日力学

2.1 拉氏量的非唯一性

上一章我们基于最小作用量原理，得到了一个非常重要的微分方程——拉格朗日方程. 并且
我们还提到，拉格朗日力学处理问题按照三步走就行了：(1) 确定自由度，选择广义坐标；(2) 写
出力学系统的拉氏量；(3) 代入拉格朗日方程，得到运动方程. 所以现在问题的核心就是：怎么
找到系统的拉氏量？

在现代的物理理论中，面对一个复杂的系统，我们很难说能够直接“算出”它的拉氏量，很

多时候往往要结合对称性、物理定律、实验现象等“猜出”一个拉氏量. 只要最后你猜出来的这
个答案，符合实验数据，那这个拉氏量就是对的，就是有效的.换句话说：它怎么来的，who cares?

假如有两个人，分别得到了两个不同的拉氏量，最后一验证发现都是符合实际的，那是不是

这两个人得到的拉氏量都是对的呢？没错，它们都是对的！所以我们首先要接受一个事实：一个

系统的拉氏量不是唯一的，而是可以有无穷多种写法.
下面我们要证明一个结论：拉氏量加上一个任意函数对时间的全导数后，仍然是原力学系统

的拉氏量. 转换成数学语言就是，假如现在已经有了一个 L 满足拉格朗日方程 (1.17)，设位形空
间中有一个任意的函数 f = f (q1, · · · , qs; t)，则 L′ = L+ ḟ 依然满足方程 (1.17).
首先，f 对时间 t 的全导数为

ḟ =
∂f

∂t
+

s∑
α=1

∂f

∂qα
q̇α (2.1)

要证明结论，也就是要证明

d
dt

(
∂ḟ

∂q̇α

)
=

∂ḟ

∂qα
(2.2)

我们先计算上式的左半部分：

∂ḟ

∂q̇α
=

∂

∂q̇α

(
∂f

∂t
+

s∑
α=1

∂f

∂qα
q̇α

)
=

∂f

∂qα
(2.3)

d
dt

(
∂ḟ

∂q̇α

)
=

d
dt

(
∂f

∂qα

)
=

∂2f

∂t∂qα
+

s∑
β=1

∂2f

∂qα∂qβ
q̇β (2.4)

然后计算右半部分：

∂ḟ

∂qα
=

∂

∂qα

(
∂f

∂t
+

s∑
β=1

∂f

∂qβ
q̇β

)
=

∂2f

∂t∂qα
+

s∑
β=1

∂2f

∂qα∂qβ
q̇β (2.5)

12
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我们看到，式 (2.4)和 (2.5)千真万确是相等的，所以式 (2.2)得到了证明，也就是说 L′ = L+ḟ

确实也是系统的拉氏量.

2.2 拉氏量的一般形式

研究一个力学问题，必须要有参考系. 在之前的牛顿力学中，我们曾引入惯性参考系的概念，
空间相对于它是均匀的各向同性的，时间相对于它是均匀的. 我们对于拉氏量的研究，将从惯性
系开始.
考虑一个在惯性系中运动的自由质点，其满足的拉格朗日方程可写成：

d
dt

(
∂L

∂v⃗

)
− ∂L

∂r⃗
= 0 (2.6)

由于时间和空间在惯性系中都是均匀的，所以 L 中不显含 t 和 r⃗；由于空间的各向同性，所以

L 也不能依赖于 v⃗ 的方向. 这样一来我们别无选择：L 只能是速度大小 v 的函数，我们况且令它

是 v2 的函数好了，即

L = L
(
v2
)

(2.7)

而我们又知道，相对于惯性系匀速运动的参考系还是惯性系. 我们设惯性系 K 以一个无穷

小的速度 ε⃗ 相对于惯性系 K ′ 匀速运动，那么质点在 K ′ 中的速度应为 v⃗′ = v⃗ + ε⃗. 设 K 中的拉

氏量为 L = L
(
v2
)
，在 K ′ 中的拉氏量为 L′ = L

(
v′2
)
. 由伽利略相对性原理，这两个惯性系中

运动方程的形式应是相同的，所以 L′ 和 L 只能相差一个时间的全导数. 于是：

L′ = L
(
v′2
)
= L

(
v2 + 2v⃗ · ε⃗+ ε2

)
(2.8)

把它展开成 ε⃗ 的幂级数并忽略高阶小量：

L
(
v′2
)
= L

(
v2
)
+ 2

∂L

∂v2
v⃗ · ε⃗ (2.9)

观察上式中标蓝的部分，只有当这一部分与速度 v⃗ 呈线性关系时，才能是时间的全微分. 所以
∂L

∂v2
得是一个常数，也就是 L 与 v2 成正比. 我们可令

L =
m

2
v2 (2.10)

式中的 m 是一个常数，称为质点的质量.
我们还可以把式 (2.10) 的结论推广到质点系. 如果忽略质点间的相互作用，则质点系的拉氏

量可写成

L =
∑
α

mαv
2
α

2
(2.11)

但现实中的质点系往往不能忽略内部的相互作用. 现在我们考虑有内部相互作用的质点系，
但它不受任何外部作用，称为保守系统. 设质点间的相互作用是关于坐标 (位置) 的函数，我们
可以引入一个新函数 V 去刻画这种相互作用：

V = V (r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗n) (2.12)

然后可以把拉氏量 L 修正为：

L =
∑
α

mαv
2
α

2
− V (r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗n) (2.13)

将函数 V 称为质点系的势能，将 T =
∑
α

mαv
2
α

2
称为质点系的动能. 因此保守系统的拉氏

量等于动能与势能的差.
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2.3 练习：写出拉氏量

总之前面那一节所有的话你都可以不记得，但是必须记住那最后一句话：保守系统的拉氏量

等于动能减势能！所以写出一个力学系统的拉氏量并没有我们想的那么难 (当然了教科书上的情
形都比较简单，实际问题就未必了)，你只要按照流程不急不躁，大概率是可以完成的. 下面我为
大家介绍几个例子，帮助大家感受拉氏量的求解过程.

示例 1：平面双摆 该系统的自由度 s = 2，选择 l1 和 l2 与竖直方向的夹角 ϕ1 和 ϕ2 为广义

坐标. 对于质点 m1，容易求得

图 2.1: 平面双摆

T1 =
1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1l

2
1ϕ̇

2
1 , V1 = −m1gy1 = −m1gl1 cosϕ1

对于质点 m2，我们可以先把它的直角坐标用广义坐标表示：

x2 = l1 sinϕ1 + l2 sinϕ2 , y2 = l1 cosϕ1 + l2 cosϕ2

其动能

T2 =
1

2
m2

(
ẋ22 + ẏ22

)
=

1

2
m2

[(
l1 cosϕ1ϕ̇1 + l2 cosϕ2ϕ̇2

)2
+
(
−l1 sinϕ1ϕ̇1 − l2 sinϕ2ϕ̇2

)2]
=

1

2
m2

[
l21ϕ̇

2
1 + l22ϕ̇

2
2 + 2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos (ϕ1 − ϕ2)

]
势能

V2 = −m2gy2 = −m2g (l1 cosϕ1 + l2 cosϕ2)

因此系统的拉氏量

L = (T1 + T2)− (V1 + V2) =
1

2
(m1 +m2) l

2
1ϕ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2ϕ̇

2
2 +m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos (ϕ1 − ϕ2)

+ (m1 +m2) gl1 cosϕ1 +m2gl2 cosϕ2

示例 2：离心节速器 如图2.2所示，质点 m2 沿着竖直轴运动，整个系统以匀角速度 Ω 绕轴

转动. 由于 m1 与固定点 A 的距离保持 a 不变，因此用球坐标系分析会更方便些. 球坐标系下质
点动能的表达式为：

T =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2

)
(2.14)

式中 r 为质点径矢的长度；θ 是径矢与 z 轴间的夹角，叫做极角；φ 叫做方位角. 由于这个公式
的推导稍微有些复杂，读者感兴趣的话可参阅附录A.1.
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图 2.2: 离心节速器

该系统自由度 s = 1，选择 θ 为广义坐标. 对于质点 m1，在以 A 为原点的球坐标中 r ≡
a, φ̇ ≡ Ω，代入式 (2.14) 得到动能为：

T1 =
1

2
m1

(
a2θ̇2 + a2 sin2 θΩ2

)
而质点 m2 只能沿着竖直轴运动，且到 A 的距离 r2 = 2a cos θ，因此动能为

T2 =
1

2
m2ṙ

2
2 = 2m2a

2 sin2 θθ̇2

故整个系统的动能

T = 2T1 + T2 = m1

(
a2θ̇2 + a2 sin2 θΩ2

)
+ 2m2a

2 sin2 θθ̇2

而系统的势能

V = −2 (m1 +m2) ga cos θ

因此拉氏量

L = T − V

= m1

(
a2θ̇2 + a2 sin2 θΩ2

)
+ 2m2a

2 sin2 θθ̇2 + 2 (m1 +m2) ga cos θ

示例 3：滑轮组 不可伸缩的柔软轻绳绕过两个定滑轮和一个动滑轮，滑轮的质量可忽略，质

量为 m1,m2,m3 的物体分别悬挂于绳的两端和动滑轮下.

图 2.3: 滑轮组

该系统有三个质点做上下方向的一维运动，但由受到绳长度的限制，因此自由度 s = 2. 选
取 l1 和 l2 为广义坐标，设总绳长为 l，则 l3 =

1

2
(l − l1 − l2).
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V = −m1gl1 −m2gl2 −
1

2
m3g (l − l1 − l2)

T =
1

2
m1 l̇

2
1 +

1

2
m2 l̇

2
2 +

1

2
m3

[
−1

2

(
l̇1 + l̇2

)]2
L = T − V =

1

2

(
m1 +

1

4
m3

)
l̇21 +

1

2

(
m2 +

1

4
m3

)
l̇22 +

1

4
m3 l̇1 l̇2

+

(
m1 −

1

2
m3

)
gl1 +

(
m2 −

1

2
m3

)
gl2 +

1

2
m3gl

这一节我们分析了三个例子，练习了如何写出一个系统的拉氏量. 读者可再多找一些例子自
己练练，甚至对于同一个例子还可以试试选择不同的广义坐标，看看求解难度是否差异显著.

2.4 一般动力学问题的求解

写完了系统的拉氏量，下一步自然就是往拉格朗日方程里面代入，便可以求出系统的运动方

程. 要注意的是，每个广义坐标都可以对应一个拉格朗日方程，所以最后你需要写出 s 个方程.
这一节我们会求解两个例题. 这两个例题都是牛顿力学里面的经典题，我们今天将用分析力

学的方法解决它们.读者在这一节将更加直观地感受到牛顿力学和分析力学在解决问题思路上的
不同.

例题 1 质量 m1 的质点沿质量为 m2 的劈尖下滑，忽略所有摩擦. 求质点的水平加速度 ẍ1 和

劈尖的加速度 ẍ2.

图 2.4: 质点沿劈尖下滑

系统的自由度 s = 2，选择质点的横坐标 x1 和劈尖底部尖端的横坐标 x2 为广义坐标. 这样
一来质点的纵坐标 y1 = (x2 − x1) tan θ

T =
1

2
m1

(
ẋ21 + ẏ21

)
+

1

2
m2ẋ

2
2 =

1

2
m1

[
ẋ21 + (ẋ2 − ẋ1)

2 tan2 θ
]
+

1

2
m2ẋ

2
2

V = m1gy1 = m1g (x2 − x1) tan θ

系统的拉氏量

L = T − V =
1

2
m1

[
ẋ21 + (ẋ2 − ẋ1)

2 tan2 θ
]
+

1

2
m2ẋ

2
2 −m1g (x2 − x1) tan θ

对于 x1，代入
d
dt

(
∂L

∂ẋ1

)
− ∂L

∂x1
= 0. 首先我们可以先写出 ∂L

∂x1
和

∂L

∂ẋ1
(这是好习惯！)

∂L

∂x1
= m1g tan θ

∂L

∂ẋ1
= m1ẋ1 −m1 (ẋ2 − ẋ1) tan2 θ
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代入拉格朗日方程有：

d
dt
[
m1ẋ1 −m1 (ẋ2 − ẋ1) tan2 θ

]
= m1g tan θ

m1ẍ1 −m1 (ẍ2 − ẍ1) tan2 θ = m1g tan θ (2.15)

对于 x2，进行同样的操作，得到：

m1 (ẍ2 − ẍ1) tan2 θ +m2ẍ2 = −m1g tan θ (2.16)

联立式 (2.15) 和 (2.16)，解出

ẍ1 =
m2 sin θ cos θ
m2 +m1 sin2 θ

g , ẍ2 = − m1 sin θ cos θ
m2 +m1 sin2 θ

g

如果我没记错的话，牛顿力学中解这道题好像是以劈尖为参考系，引入惯性力，各种受力分

析还是比较麻烦的. 但是分析力学完全不用考虑受力，我们要做的是计算能量，然后代入拉格朗
日方程暴力求解就好了.

例题 2 有一根长为 l，质量为 m 的匀质绳，一半搁在光滑桌面上，另一半垂挂于桌外，绳无

初速落下. 问在绳全部离开桌面的瞬间，绳的速度多大？

图 2.5: 绳无初速下滑

此时自由度 s = 1，选择绳垂挂在外面的长度 x 为广义坐标，则

T =
1

2
mẋ2

V = −x
l
mg

x

2
= − 1

2l
mgx2

L = T − V =
1

2
mẋ2 +

1

2l
mgx2

代入拉格朗日方程
d
dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0，得到

mẍ− 1

l
mgx = 0 (2.17)

这道题让我们求的是速度 ẋ，所以我们应该找到 ẋ 和 x 之间的函数关系. 对式 (2.17)，我们可以
用凑微分法，这应该是牛顿力学中一个很常用的技巧：

ẍ =
dẋ
dt =

dẋ
dx

dx
dt = ẋ

dẋ
dx =

1

l
gx

ẋdẋ =
1

l
gxdx (2.18)

然后对式 (2.18) 两边同时积分得到

1

2
ẋ2 =

1

2l
gx2 + C
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代入初始条件 x = l/2, ẋ = 0，可得到 C = −1

4
gl，因此

1

2
ẋ2 =

1

2l
gx2 − 1

4
gl

最后将 x = l 代入上式，解出

ẋ =

√
3gl

2

2.5 非独立广义坐标

到目前为止，我们所描写的力学系统的所有广义坐标都是独立的. 但是如果约束非常复杂，
那么想要找到完全独立的广义坐标可能就没有那么容易了.比方说对于一个在三维空间中运动的
质点，如果它受到非常多的约束，那么想要找到完全独立的广义坐标去描述它可能就比较难. 既
然如此，我们为什么不能返璞归真，直接用它的直角坐标 (x, y, z) 去描述它呢？但问题是这三个

直角坐标并不是相互独立的呀，我们之前讲的解题方法可能不能用了. 所以下面我们就要把最小
作用量推广到非独立广义坐标的情形.
我们可以用高等数学中的拉氏乘子法来解决这类问题.拉氏乘子法是一种求解约束下条件极

值的方法，操作步骤如下：对于二元函数 Φ = Φ(x, y)，假设约束为 f (x, y) = 0，可引入拉氏乘

子 λ，并构造函数

Φ̃ (x, y, λ) = Φ (x, y) + λf (x, y) (2.19)

然后写出下面的三个方程： 
Φ̃x = Φx (x, y) + λfx (x, y) = 0

Φ̃y = Φy (x, y) + λfy (x, y) = 0

f (x, y) = 0

(2.20)

由这组方程解出 x, y, λ，这样得到的 (x, y) 便是 Φ = Φ(x, y) 在约束 f (x, y) = 0 下的可能极值

点.
下面我们分析约束下的最小作用量原理. 对于作用量 S =

ˆ
L (t, qα, q̇α) dt，由式 (1.8) 可

知，其取极值要求

δS =

ˆ
dt

s∑
α=1

[
∂L

∂qα
− d

dt

(
∂L

∂q̇α

)]
δqα = 0 (2.21)

由于此时广义坐标之间不独立，因此我们并不能武断地要求 δqα 前的系数为零，也就是无法推

出
∂L

∂qα
− d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
= 0.

我们设广义坐标之间存在一个约束，约束方程为

f (t, qα) = 0 (2.22)

对 f 取变分有

δf =
∂f

∂t
δt+

s∑
α=1

∂f

∂qα
δqα =

s∑
α=1

∂f

∂qα
δqα ≡ 0 (2.23)

要注意上面的推导利用了对时间变分为 0(δt = 0) 的结论. 引入拉氏乘子 λ (t)，有

ˆ
dtλδf =

ˆ
dtλ

s∑
α=1

∂f

∂qα
δqα = 0 (2.24)
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将式 (2.24) 加到 (2.21) 上去，得到
ˆ

dt (δL+ λδf) =

ˆ
dt

s∑
α=1

[
∂L

∂qα
− d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
+ λ

∂f

∂qα

]
δqα

=

ˆ
dt

s∑
α=1

[
∂ (L+ λf)

∂qα
− d

dt
∂ (L+ λf)

∂q̇α

]
δqα (2.25)

要注意，此时 δqα 仍然不是独立的，所以还是得不到
∂ (L+ λf)

∂qα
− d

dt
∂ (L+ λf)

∂q̇α
= 0

但是由于 λ (t) 可以是任意的，所以我们可以通过合适地选择 λ (t)，使得对于某一个广义坐

标满足. 比方说我们取 λ (t) 让 qs 满足:

∂ (L+ λf)

∂qs
− d

dt
∂ (L+ λf)

∂q̇s
= 0 (2.26)

这样一来式 (2.25) 中将不再出现 qs，求和的上限将变成 s− 1:
ˆ

dt (δL+ λδf) =

ˆ
dt

s−1∑
α=1

[
∂ (L+ λf)

∂qα
− d

dt
∂ (L+ λf)

∂q̇α

]
δqα (2.27)

由于 s 个广义坐标，1 个约束，我们已经想办法消去了 qs，所以剩下 s− 1 个广义坐标之间

当然就是相互独立的了. 于是我们可以名正言顺推出：

∂ (L+ λf)

∂qα
− d

dt
∂ (L+ λf)

∂q̇α
= 0 (α = 1, 2, · · · , s− 1) (2.28)

好了，我们发现，式 (2.26) 的 1 个方程，加上式 (2.28) 的 s− 1 个方程，再加上式 (2.22)
这个约束方程，共 s+ 1 个方程，定出了这个约束问题的全部变量. 除此之外，我们还可以发现
这 s+ 1 个方程恰好就是新的作用量

S̃ (t, qα, q̇α, λ) =

ˆ
dt [L (t, qα, q̇α) + λ (t) f (t, qα)] (2.29)

将 qα 和 λ 全部视为独立变量时的欧拉-拉格朗日方程.
在解题时，我们可以把式 (2.28) 改写成

d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= λ

∂f

∂qα
(α = 1, 2, · · · , s) (2.30)

可以看到，非独立广义坐标下的拉格朗日方程，跟原来我们熟练运用的那个形式长得很像，只不

过方程右边不再为 0 了，而是要加入约束的影响. 这一节的理论推导还蛮复杂的，如果你觉得暂
时难以接受，请先将式 (2.30) 记住，我们将用它来解决一个例题.

纯滚动的圆环 一个质量为 M，半径为 R 的圆环在倾角为 ϕ 的斜坡上做纯滚动，求其加速度

和角加速度.

图 2.6: 纯滚动的圆环
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选择在斜面上的滚动距离 x 和圆盘转角 θ 为广义坐标，则

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
Iθ̇2 =

1

2
Mẋ2 +

1

2
MR2θ̇2

V =Mg (l − x) sinϕ

L = T − V =
1

2
Mẋ2 +

1

2
MR2θ̇2 −Mg (l − x) sinϕ

由于圆环做纯滚动，所以滚动距离 x 和圆盘转角 θ 之间会存在约束关系：

f = x−Rθ = 0 (2.31)

代入
d
dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= λ

∂f

∂x
，得到

Mẍ−Mg sinϕ = λ (2.32)

代入
d
dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= λ

∂f

∂θ
，得到

MR2θ̈ = −λR (2.33)

联立式 (2.31)-(2.33)，解得

ẍ =
g sinϕ

2
, θ̈ =

g sinϕ
2R

, λ = −Mg sinϕ
2

本题我们选择了两个广义坐标，但由于存在 1 个约束，所以系统的自由度 s = 1. 但我们很
难只用一个广义坐标去描述这个圆环的运动，所以此时干脆带着约束分析，反而更容易.



Chapter 3

守恒与对称

3.1 广义动量守恒

牛顿力学在处理问题时有一个大杀器——各种守恒定律的应用，如动量守恒、角动量守恒、

能量守恒等. 现在我们学习分析力学，自然就想问：分析力学能不能也给出这些守恒定律呢？
我们将运动过程中的不变量，称为运动积分 (integrals of motion). 本章的任务之一，是从

分析力学出发得到运动积分. 我们依然可以从拉格朗日方程 (1.17) 入手，式中拉氏量 L 是广

义坐标和广义速度的函数. 如果拉氏量不显含某个广义坐标 qα，则此坐标称为循环坐标 (cyclic
coordinates). 对于 qα，此时显然有

∂L

∂qα
≡ 0 (3.1)

因此拉格朗日方程变为
d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
= 0 (3.2)

我们知道，如果一个东西对时间 t 的导数为 0，那么它就是不随时间而变的，也就是说它是守恒
的. 这样一来我们立马得到了一个运动积分：

pα ≡ ∂L

∂q̇α
= const (3.3)

我们将 pα 称为广义动量. 式 (3.3) 说明：循环坐标对应的广义动量守恒.
我们在牛顿力学中学的动量守恒和角动量守恒，其实已经被广义动量守恒包括进去了.

• 当 qα 是普通直角坐标时，自由粒子的拉氏量可写成

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
比方说 x 是循环坐标，则

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ = mvx = const

这便是动量守恒.

• 当 qα 是角坐标时，自由粒子的拉氏量可写成

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
如果 θ 为循环坐标，则

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ = const

这便是角动量守恒.

21



22 CHAPTER 3. 守恒与对称

3.2 广义能量守恒

我们把拉氏量 L = L (t, qα, q̇α) 对时间求全导数：

dL
dt =

∂L

∂t
+
∑
α

∂L

∂qα
q̇α +

∑
α

∂L

∂q̇α
q̈α
(
利用拉格朗日方程

)
=
∂L

∂t
+
∑
α

d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
q̇α +

∑
α

∂L

∂q̇α
q̈α

=
∂L

∂t
+
∑
α

d
dt

(
∂L

∂q̇α
q̇α

)
(3.4)

然后将式 (3.4) 改写为：
d
dt

(∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L

)
= −∂L

∂t
(3.5)

定义能量函数 (energy function)
h ≡

∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L (3.6)

则式 (3.5) 可写为：
dh
dt = −∂L

∂t
(3.7)

我们看到，如果拉氏量 L 不显含时间，则能量函数守恒.
虽然得到了一个新的运动积分，但我们定义的这个能量函数，到底有着怎样的物理意义呢？

它是系统的总能量吗？因此下面的工作是要弄清楚能量函数 h 到底代表什么. 我们知道拉氏量
等于动能减势能，且势能仅仅是广义坐标的函数. 因此我们可以把式 (3.6) 化为

h =
∑
α

∂ (T − V )

∂q̇α
q̇α − T + V =

∑
α

∂T

∂q̇α
q̇α − T + V (3.8)

对于 N 个质点组成的系统，设每个质点的位矢为 r⃗i (i = 1, · · · , N). 由于 r⃗i 应为各广义坐

标的函数，即

r⃗i = r⃗i (q1, q2, · · · , qs, t) (3.9)

我们将其对时间求导：

˙⃗ri =
∂r⃗i
∂t

+
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α (3.10)

这样一来，系统的动能：

T =
∑
i

1

2
mi

˙⃗ri · ˙⃗ri

=
∑
i

1

2
mi

(
∂r⃗i
∂t

+
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α

)(
∂r⃗i
∂t

+
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α

)

=
∑
i

1

2
mi

∂r⃗i
∂t

· ∂r⃗i
∂t

(3.11)

+
∑
i

mi
∂r⃗i
∂t

·
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α (3.12)

+
∑
i

1

2
mi

s∑
α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α ·
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α (3.13)
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注意看，式 (3.11) 中不含有广义速度，是广义速度的零次齐函数；式 (3.12) 是广义速度的一次
齐函数；式 (3.13) 是广义速度的二次齐函数. 将它们简记为 T0, T1, T2，则

T = T0 + T1 + T2 (3.14)

式 (3.8) 中出现了动能 T 对广义速度 q̇α 的偏导，而 T 又是由 q̇α 的齐次函数相加而成的.
为此，下面补充一个重要的定理.

齐次函数的欧拉定理 若 f = f (x1, x2, · · · ) 是 n 次齐次函数，则∑
i

∂f

∂xi
xi = nf (3.15)

利用欧拉定理，我们可以轻而易举地求出∑
α

∂T

∂q̇α
q̇α =

∑
α

∂T0

∂q̇α
q̇α +

∑
α

∂T1

∂q̇α
q̇α +

∑
α

∂T2

∂q̇α
q̇α

= 0 · T0 + 1 · T1 + 2 · T2

= T1 + 2T2 (3.16)

将式 (3.16) 代入式 (3.8)，得到

h = T1 + 2T2 − (T0 + T1 + T2) + V = T2 − T0 + V (3.17)

如果 r⃗i 不依赖于 t，由式 (3.11) 和 (3.12) 可知 T0 = T1 = 0，此时系统的动能 T 正好就是 T2，

式 (3.17) 变为：
h = T2 + V = T + V = E (3.18)

这便是系统的总能量.
我们可以把上面的分析总结为下面的话：能量函数 h 不一定是系统的总能量，只有 r⃗i 不依

赖于 t 才是 (定常约束系统).

3.3 连续对称性

什么是对称性？这看上去似乎是一个相当抽象相当主观的问题. 不过在数学和物理中，我们
一般把对称性定义为某种变换下的不变性. 举个例子，你把一个正方形绕其中心旋转一个角度，
当转角为 90◦, 180◦, 270◦ · · · 这些值时，正方形保持不变 (也就是你看不出它是否被人旋转过).不
难看出，要想让正方形在转动后不变，转角只能取一些离散的值.
而如果是一个圆，情况就不一样了. 将一个圆绕其圆心旋转，转角取任意数值，都可以保证

这个圆在旋转后是不变的. 也就是说此时变换参数 (旋转角) 可以取连续的值. 我们把这种性质叫
做连续对称性. 数学上有专门研究连续对称的理论——李代数，感兴趣的读者可以参阅更加专业
的书籍，它已经成为了现代物理学中非常重要的一个数学工具.

3.4 诺特定理

这一节我们揭示物理学中对称性与守恒律之间的关系. 有了上一节关于对称性的铺垫，我们
可以把物理定律的对称性定义为物理定律的形式在变换前后的不变性.
在物理学中，对称性和守恒律是一一对应的. 例如：空间平移对称对应于动量守恒定律，旋

转对称对应于角动量守恒定律，时间平移对称对应于能量守恒定律. 如果你觉得这样的语言过于
生涩，我们可以换更加形象的语言来描述：



24 CHAPTER 3. 守恒与对称

1. 时间平移对称，就是说如果物理定律不随时间变化，昨天、今天和明天的物理学都要是一
样的，那么能量就守恒.

2. 空间平移对称，就是说我可以把分析的对象做任意整体平移，如果物理学在这里、那里、在
所有的地方都一样，那么动量就守恒.

3. 旋转对称，就是说我可以让分析的对象做空间转动，如果转动之后对物理规律没有影响，那
么角动量就守恒.

下面我们证明一下上面的三句话. 首先从空间平移对称来推导动量守恒. 为了简单且不失一
般性，我们考虑一个二维的平移. 设系统发生下面的平移：

x′ = x+ δx , y′ = y + δy (3.19)

式中 δx, δy 是与时间无关的小量，那么有

ẋ′ = ẋ , ẏ′ = ẏ (3.20)

系统的拉氏量 L 也将随着平移发生如下变化：

L (x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t) −→ L′ (x+ δx, y + δy, z, ẋ, ẏ, ż, t) (3.21)

我们可以把 L′ 进行一阶泰勒展开：

L′ = L+
∂L

∂x
δx+

∂L

∂y
δy +O

(
δx2
)
+O

(
δy2
)

(3.22)

空间平移对称性要求 L = L′，那么由式 (3.22)，我们可以得到
∂L

∂x
= 0 ,

∂L

∂y
= 0 (3.23)

上式告诉我们：x 和 y 都是循环坐标！由本章第 1 节的知识，我们马上可以得到其对应的广义
动量 (在这里就是动量) 是守恒的：

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ = const, py =

∂L

∂ẏ
= mẏ = const (3.24)

也就是说，空间平移对称性对应于动量守恒.
下面我们从空间旋转对称性推导角动量守恒. 为了方便，我们令系统绕 z 轴转过一个小角

度 δθ(系统中质点的 z 坐标不变，变的是 x, y 坐标). 当角度足够小时，便可以做近似：cos δθ ≈
1, sin δθ ≈ δθ. 转动前后坐标的变换关系如下 (推导见附录A.2)：x

′ = x cos δθ − y sin δθ ≃ x− yδθ

y′ = x sin δθ + y cos δθ ≃ y + xδθ
(3.25)

经过微小旋转后，系统的拉氏量 L 发生如下变化：

L (x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t) −→ L′ (x− yδθ, y + xδθ, z, ẋ− ẏδθ, ẏ + ẋδθ, ż, t) (3.26)

然后把 L′ 做一阶泰勒展开，经历一系列处理得到：

L′ = L+

[(
x
∂L

∂y
− y

∂L

∂x

)
+

(
ẋ
∂L

∂ẏ
− ẏ

∂L

∂ẋ

)]
δθ +O

(
δθ2
)

= L+

{[
x

d
dt

(
∂L

∂ẏ

)
− y

d
dt

(
∂L

∂ẋ

)]
+

(
ẋ
∂L

∂ẏ
− ẏ

∂L

∂ẋ

)}
δθ +O

(
δθ2
)

= L+ δθ · d
dt

(
x
∂L

∂ẏ
− y

∂L

∂ẋ

)
+O

(
δθ2
)

= L+ δθ · d
dt (xpy − ypx) +O

(
δθ2
)

(3.27)
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而角动量的定义为

J⃗ = r⃗ × p⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
x y z

px py pz

∣∣∣∣∣∣∣∣ −→ Jz =

∣∣∣∣∣ x y

px py

∣∣∣∣∣ = xpy − ypx (3.28)

将式 (3.28) 代入 (3.27)，得
L′ = L+ δθ

dJz
dt +O

(
δθ2
)

(3.29)

空间旋转对称性要求 L′ = L，因此必然有

dJz
dt = 0 −→ Jz = const (3.30)

也就是说，旋转对称对应于角动量守恒.
至于时间平移对称性，此时拉氏量不显含时间 t. 由本章第 2 节可知，此时能量函数 h 是守

恒的. 在一定条件下，能量函数就等于系统的总能量，因此便有能量守恒.
我们终于完成了三个结论的证明，现在我们已经感受到了对称性和守恒律之间千丝万缕的

联系. 诺特定理 (Noether’s theorem) 将这种联系总结成了一句凝练且优美的话：对于每一种连
续对称性，必然存在相应的守恒量. 在证明诺特定理之前，我们还是先严谨地规定一下对称变换
的概念：

对称变换 对系统某一个广义坐标 qα 做如下变换：

qα (t) −→ Qα (s, t) s ∈ R (3.31)

式中 s 是变换参数，当 s = 0 时相当于没有做任何操作，即 Qα (0, t) = qα (t). 如果这个变换能
够让拉氏量 L 满足

∂

∂s
L
(
t,Qα, Q̇α

)
= 0 (3.32)

那么就称这个变换是连续对称的.

下面开始证明诺特定理. 我们假设系统对于 qα 具有连续对称性，那么对其做对称变换，将

变换后的拉氏量 L 对变换参数 s 求偏导：

∂L

∂s
=

∂L

∂Qα

∂Qα

∂s
+

∂L

∂Q̇α

∂Q̇α

∂s
(3.33)

我们要证明，即使不做任何变换 (s = 0)，也要存在一个守恒量. 因此进行如下处理：

∂L

∂s

∣∣∣∣
s=0

=
∂L

∂qα

∂Qα

∂s

∣∣∣∣
s=0

+
∂L

∂q̇α

∂Q̇α

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

=
d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
∂Qα

∂s

∣∣∣∣
s=0

+
∂L

∂q̇α

∂Q̇α

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

=
d
dt

(
∂L

∂q̇α

∂Qα

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
= 0 (3.34)

由式 (3.34)，我们得到
∂L

∂q̇α

∂Qα

∂s

∣∣∣∣
s=0

= const (3.35)

这便是该连续对称性对应的守恒量.



Chapter 4

达朗贝尔原理

4.1 虚功原理

在第一章我们已经提到，最小作用量原理是分析力学的最高原理，通过它可以推出整个分析

力学的理论体系. 基于最小作用量原理，我们得到了欧拉-拉格朗日方程，它在第二、三章的学习
中发挥了极其重要的作用.
但在某些教材上，还有另一种引入拉格朗日方程的途径.它从我们熟悉的牛顿第二定律出发，

想办法将其改造成拉格朗日方程的形式.这就是我们本章将要学习的达朗贝尔原理 (D’Alembert’s
principle). 但首先，我们要先学习一下虚功原理，掌握一些新的物理概念.
相信“位移”这个概念大家并不陌生. 设有一个 N 个质点组成的质点系，在 t 时刻的位形

是 {r⃗i} , i = 1, 2, · · · , N . 假设时间发生了变化 dt，各质点的位矢也发生了变化 dr⃗i，那么 dr⃗i 就
叫做 dt 时间段内的位移.
下面我们要介绍一个新概念，叫做虚位移. 它表示假设时间不变 (δt = 0)，被约束所允许的、

所有可能的、假想的位移，记为 δr⃗i. 比方说我站在一条小吃街上，我在思考我身边 10m 半径范
围内我能吃哪些东西. 我脑海里可能有很多种方案：奶茶、火锅、烤冷面...... 它们仅仅存在于我
的脑海，是我可能做出的选择，这就是“虚位移”. 如果下一时刻，我迈出了脚步，走向了其中
一家店子，这就是真实发生的，就是“实位移”.
我们可以总结一下：虚位移的发生不需要时间 (δt = 0)，系统所受的力和约束都是在 t 时刻

的取值；而实位移的发生需要时间 dt，且力和约束可能在这 dt 内发生变化.
有了虚位移，我们可以很方便地定义虚功. 所谓功就是力与位移的点积，那么虚功就是力与

虚位移的点积. 我们可以把系统所受的力分为主动力和约束力两类. 主动力记作 F⃗，它是和约束

无关的力；约束力记作 R⃗，它是迫使系统遵守约束条件的力. 虚功由这两种力在虚位移下做的功
相加而成：

δW =
N∑
i=1

(
F⃗i + R⃗i

)
· δr⃗i (4.1)

一个系统所受的约束可能是很复杂的，所以计算约束力的虚功可不是一件容易事. 所以我们
自然希望：如果系统所有约束力所做的虚功之和为零该多好啊！那我们压根就不用考虑约束力

了. 满足
N∑
i=1

R⃗i · δr⃗i = 0 (4.2)

的约束称为理想约束 (ideal constraint)，它是美好且易于分析的. 幸运的是，在本讲义中我们只

26
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讨论理想约束.
下面我们来分析一下理想约束系统的平衡条件. 在牛顿力学中，平衡说简单了就是所有力的

矢量和为 0： ∑
i

F⃗i + R⃗i = 0 (4.3)

将上式乘上虚位移 δr⃗i，得到∑
i

(
F⃗i + R⃗i

)
· δr⃗i

理想约束
======

∑
i

F⃗i · δr⃗i = 0 (4.4)

式 (4.4) 就是所谓的虚功原理 (principle of virtual work)，它指出：理想约束系统的平衡条件是
所有主动力的虚功之和为零.
我们思考一下：由式 (4.4) 能否推出 F⃗i = 0？这显然是不能的，因为约束的存在，导致 δr⃗i

之间并不独立. 但我们可以选择适当的彼此独立的广义坐标，然后把每个 r⃗i 用广义坐标表示：

r⃗i = r⃗i (q1, q2, · · · , qs; t) (4.5)

对 r⃗i 求变分有

δr⃗i =

s∑
α=1

∂r⃗i
∂qα

δqα +
∂r⃗i
∂t
δt =

s∑
α=1

∂r⃗i
∂qα

δqα
(
利用δt = 0

)
(4.6)

将式 (4.6) 代入式 (4.4)，得到

∑
i

F⃗i ·

(
s∑

α=1

∂r⃗i
∂qα

δqα

)
=

s∑
α=1

(∑
i

F⃗i ·
∂r⃗i
∂qα

)
δqα = 0 (4.7)

上面的计算交换了求和的次序 (在物理里面貌似默认求和的顺序是可交换的，学数学的别杠). 由
于 qα 是彼此独立的，现在我们可以名正言顺地要求 δqα 前面的系数为 0：

Qα =
∑
i

F⃗i ·
∂r⃗i
∂qα

= 0 (4.8)

式中的 Qα 被称为广义力，因此理想约束系统保持静平衡的充要条件是所有的广义力都等于零.
当作用在系统上的主动力全都是保守力时，还可以进一步改写. 我们知道保守力对应着一种

势能：

F⃗i = −∂V
∂r⃗i

(4.9)

代入式 (4.8)，得到
Qα = −

∑
i

∂V

∂r⃗i
· ∂r⃗i
∂qα

= − ∂V

∂qα
= 0 (4.10)

式 (4.10) 也称作保守系统的虚功原理，它表明：保守系统平衡时，势能应取极值.

4.2 利用虚功原理解决静力学问题

利用虚功原理解决静力学问题，要经历的步骤如下：

1. 确定系统的自由度，选择合适的广义坐标

2. 分析系统所受的主动力，写出虚功的表达式

3. 在确保虚功 δW 是由广义坐标 δqα 表示后，令其系数为零就得到了平衡条件

下面我们分析两个经典例题，帮助大家掌握解题方法.
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例题 1 长为 2l 的匀质杆一端抵在光滑墙上，杆身斜靠在与墙相距 d 的光滑棱角上，求杆平

衡位置与水平面所成角度 θ.

图 4.1: 靠在棱角上的杆

系统的自由度 s = 1，取 θ 为广义坐标. 杆所受主动力只有重力 mg，且重力只在竖直方向

的虚位移 δy 上有虚功，因此

δW = mgδy = 0

其中 y 是质心 C 的纵坐标，我们要想办法将其用 θ 表示出来. 由图中几何关系可得

y = l sin θ − d tan θ

对上式求变分得

δy =

(
l cos θ − d

1

cos2 θ

)
δθ

代入虚功表达式：

δW = mg

(
l cos θ − d

1

cos2 θ

)
δθ = 0

−→ l cos θ − d
1

cos2 θ = 0 , θ = arc cos 3

√
d

l

除了上面这种方法，由于此时杆所受主动力是保守力，因此我们还可以利用保守系统的虚功

原理. 系统的势能
V = mgy = mg (l sin θ − d tan θ)

由
∂V

∂θ
= 0，得到

mg

(
l cos θ − d

1

cos2 θ

)
= 0 −→ θ = arc cos 3

√
d

l

例题 2 相同的两个均质光滑球悬在结于定点 O 的两根绳子上，此两球同时又支持着一个等

重的均质球，求 α 角及 β 角之间的关系.

如图4.2所示，球的位置可以由 α 唯一确定，因此自由度 s = 1，取 α 为广义坐标. 给三个
球编号，然后写出它们球心的直角坐标：

x1 = −2R sinβ = − (l +R) sinα, y1 = (l +R) cosα

x2 = 2R sinβ = (l +R) sinα, y2 = (l +R) cosα

x3 = 0, y3 = (l +R) cos θ − 2R cosβ

首先对 x1 取变分，可得到

δx1 = −2R cosβδβ = − (l +R) cosαδα −→ δα

δβ
=

2R cosβ
(l +R) cosα (4.11)
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此时系统所受主动力为三个球的重力 mg，且其只在 y 方向上有虚功，因此由虚功原理：

δW = mg (δy1 + δy2 + δy3)

= mg [−3 (l +R) sinαδα+ 2R sinβδβ]

= mg

[
−3 (l +R) sinα+ 2R sinβ δβ

δα

]
δα = 0

得到
δα

δβ
=

2R sinβ
3 (l +R) sinα (4.12)

联立式 (4.11) 和 (4.12)，便得到
tanβ = 3 tanα

图 4.2: α 可唯一确定系统的位形

4.3 达朗贝尔原理推导拉格朗日方程

下面我们要见一见我们的老朋友——牛顿第二定律. 对于 N 个质点组成的质点系，我们可

以对每一个质点都列出牛顿第二定律：

F⃗α + R⃗α = mα
¨⃗rα , α = 1, 2, · · · , N (4.13)

稍微改动一下：

F⃗α + R⃗α −mα
¨⃗rα = 0 (4.14)

我们将式中 mα
¨⃗rα 称为达朗贝尔惯性力，简称惯性力，这样一来式 (4.14) 实际上表示质点所受

主动力、约束力和惯性力是平衡的. 设虚位移为 δr⃗α，将其乘在式 (4.14) 上并求和：∑
α

(
F⃗α + R⃗α −mα

¨⃗rα

)
· δr⃗α = 0 (4.15)

假设系统所受约束为理想约束，所以有式 (4.2) 成立，因此∑
α

(
F⃗α −mα

¨⃗rα

)
· δr⃗α = 0 (4.16)

这就是达朗贝尔原理，它指出：理想约束系统所受主动力和惯性力产生的总虚功为零.
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仿照本章第一节推导广义力的思路：约束的存在使得式 (4.16) 中的各 δr⃗α 并不独立，所以

我们要想办法把它用广义坐标表示. 直接利用式 (4.6) 有

δr⃗α =
s∑

k=1

∂r⃗α
∂qk

δqk (4.17)

将其代入式 (4.16)，得到 ∑
α

(
F⃗α −mα

¨⃗rα

)
·

s∑
k=1

∂r⃗α
∂qk

δqk = 0 (4.18)

对其交换求和顺序：

∑
k

[∑
α

F⃗α · ∂r⃗α
∂qk

−
∑
α

mα
¨⃗rα · ∂r⃗α

∂qk

]
δqk =

∑
k

[
Qk −

∑
α

mα
¨⃗rα · ∂r⃗α

∂qk

]
δqk = 0 (4.19)

上式的计算利用了广义力的定义式 (4.8). 令 δqk 前面的系数为 0，便得到

Qk −
∑
α

mα
¨⃗rα · ∂r⃗α

∂qk
= 0 (4.20)

为了得到拉格朗日方程的形式，我们必须对 (4.20) 进行改写. 改写的过程要用到下面的两个
数学结论 (证明见附录A.3)：

d
dt

(
∂r⃗α
∂qk

)
=
∂ ˙⃗rα
∂qk

(4.21)

∂ ˙⃗rα
∂q̇k

=
∂r⃗α
∂qk

(4.22)

首先将式 (4.20) 改写成

Qk −
d
dt

(∑
α

mα
˙⃗rα · ∂r⃗α

∂qk

)
+
∑
α

mα
˙⃗rα · d

dt

(
∂r⃗α
∂qk

)
= 0 (4.23)

再利用补充的两个结论，得到

Qk −
d
dt

(∑
α

mα
˙⃗rα · ∂

˙⃗rα
∂q̇k

)
+
∑
α

mα
˙⃗rα · ∂

˙⃗rα
∂qk

= 0 (4.24)

定义整个系统的动能

T =
1

2

∑
α

mα
˙⃗rα · ˙⃗rα (4.25)

因此

∂T

∂qk
=

∂T

∂ ˙⃗rα

∂ ˙⃗rα
∂qk

=
∑
α

mα
˙⃗rα · ∂

˙⃗rα
∂qk

(4.26)

∂T

∂q̇k
=

∂T

∂ ˙⃗rα

∂ ˙⃗rα
∂q̇k

=
∑
α

mα
˙⃗rα · ∂

˙⃗rα
∂q̇k

(4.27)

代入式 (4.24)，便得到

Qk −
d
dt

(
∂T

∂q̇k

)
+
∂T

∂qk
= 0 (4.28)

即
d
dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
= Qk k = 1, 2, · · · , s (4.29)
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式 (4.29) 也被称为一般形式的拉格朗日方程，它之所以更一般，是因为我们并没有规定这个系
统是一个保守系统，所以它和我们前面学的拉格朗日方程看起来有一点点不太一样. 如果是保守
系统，则可以将式 (4.29) 变成我们熟悉的样子.

我们已经讲过，保守系统的势能仅仅是广义坐标的函数，且广义力可以写成

Qk = − ∂V

∂qk
(4.30)

因此式 (4.29) 可改写成

d
dt

[
∂ (T − V )

∂q̇k

]
− ∂T

∂qk
= − ∂V

∂qk
−→ d

dt

[
∂ (T − V )

∂q̇k

]
− ∂ (T − V )

∂qk
= 0 (4.31)

定义拉氏量 L = T − V，则

d
dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0 k = 1, 2, · · · , s (4.32)

这便是我们所熟悉的保守系统的拉格朗日方程.



Chapter 5

小振动

5.1 拉氏量的建立

什么是小振动？在本讲义中，我们定义小振动是完整、保守系统在稳定平衡位置附近的运

动. 很多时候我们只关心系统在平衡位置附近的运动，是因为一旦偏离平衡位置太远，意味着系
统受到了较高能量的激发，此时系统处于高激发态，不便于观测. 对于小振动问题，人们发展了
一系列专门的理论和方法去研究它.我们会从拉格朗日力学入手，用相对轻松的方式去学习它们.
既然从拉格朗日力学出发，那第一步自然就是确定自由度和广义坐标. 对于一个一般的小振

动，它可以有 s 个自由度，我们需要寻找 s 个广义坐标. 但是我们在此处要加一个限制：当

q1 = q2 = · · · = qs = 0 (5.1)

时，正好对应系统的稳定平衡位置，并且将此处取为势能零点. 举个例子，对于一个单摆，我们
既可以选择摆绳与竖直方向的夹角 θ 为广义坐标，也可以选择与水平方向的夹角 φ. 但如果选择
φ，当 φ = 0 时并不是系统的稳定平衡位置，因此它是不适合作为广义坐标的.

图 5.1: φ 不适合作为广义坐标

选择好广义坐标后，下一步就是写出拉氏量，也就是分别求出系统的动能和势能. 我们在第
三章曾提到，对于定常约束，系统的动能是广义速度的二次齐次函数. 写出它的表达式：

T =
∑
i

1

2
mi

˙⃗ri · ˙⃗ri

=
∑
i

1

2
mi

s∑
α=1

∂r⃗i
∂qα

q̇α ·
s∑

β=1

∂r⃗i
∂qβ

q̇β

=
1

2

∑
αβ

(∑
i

mi
∂r⃗i
∂qα

· ∂r⃗i
∂qβ

)
q̇αq̇β (5.2)

32



5.2. 运动微分方程 33

式 (5.2) 中括号内的部分可以看成一个关于广义坐标的函数，人们将它在稳定平衡位置的取值

mαβ =
∑
i

mi
∂r⃗i
∂qα

∣∣∣∣
qα=0

· ∂r⃗i
∂qβ

∣∣∣∣
qβ=0

(5.3)

称为质量系数. 不难看出，质量系数有个很重要的性质：其下标的顺序可以交换，也就是 mαβ =

mβα. 引入质量系数后，动能可表示为

T =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β (5.4)

下面分析系统的势能. 势能是仅仅关于广义坐标的函数：V = V (q1, q2, · · · , qs). 我们可将其
在稳定平衡位置做泰勒展开：

V = V (0, 0, · · · , 0) +
∑
α

∂V

∂qα

∣∣∣∣
qα=0

qα +
1

2

∑
αβ

∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

qαqβ +余项 (5.5)

由于稳定平衡位置势能为 0，所以可将右边第一项丢掉；由于 ∂V

∂qα

∣∣∣∣
qα=0

是广义力，在平衡位置

广义力为 0，因此右边第二项也可丢掉. 再丢掉高阶余项，得

V =
1

2

∑
αβ

∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

qαqβ (5.6)

引入弹性系数

cαβ =
∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

(5.7)

不难看出，弹性系数的下标也可交换，即 cαβ = cβα. 引入弹性系数后，势能可表示为

V =
1

2

∑
αβ

cαβqαqβ (5.8)

式 (5.4) 和 (5.8) 告诉我们：动能是广义速度的正定二次型，势能是广义坐标的正定二次型.
有了动能和势能后，系统的拉氏量可写成

L = T − V =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β − 1

2

∑
αβ

cαβqαqβ (5.9)

5.2 运动微分方程

有了拉氏量 L 后，下一步自然是将其代入拉格朗日方程：

d
dt

(
∂L

∂q̇γ

)
− ∂L

∂qγ
= 0 (5.10)
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首先可以计算
∂L

∂q̇γ
:

∂L

∂q̇γ
=

∂

∂q̇γ

(
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β

)

=
1

2

∑
αβ

mαβ
∂q̇α
∂q̇γ

q̇β +
1

2

∑
αβ

mαβ q̇α
∂q̇β
∂q̇γ

=
1

2

∑
αβ

mαβδαγ q̇β +
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αδβγ

=
1

2

∑
β

mγβ q̇β +
1

2

∑
α

mαγ q̇α

=
∑
α

mγαq̇α (5.11)

上面的计算引入了 Kronecker 符号，它的定义是：

δij =

1, i = j

0, i ̸= j
(5.12)

利用一模一样的计算方法，可算出

∂L

∂qγ
= −

∑
α

cγαqα (5.13)

最后将式 (5.11) 和 (5.13) 代入拉格朗日方程，我们就得到了小振动问题的运动微分方程：
s∑

α=1

mγαq̈α +
s∑

α=1

cγαqα = 0 , γ = 1, 2, · · · , s (5.14)

这是一个复杂的微分方程组.

5.3 方程的求解

我们现在有一个好消息和一个坏消息. 好消息是：我们已经得到了最核心的运动微分方程
(5.14)；坏消息是：它可不是那么好求解的.

在 2.1 节曾经提过，物理学中很多东西其实要靠“猜”，只要你猜出来的东西是符合运动方
程和实验现象的，那它就是对的，且是唯一的. 怎么猜呢？我们可以先把方程简化. 当系统只有
一个自由度时，式 (5.14) 可以退化为

m11q̈1 + c11q1 = 0 (5.15)

我相信大家都认识这个方程：这不就是简谐振动的微分方程嘛，解就是一个普普通通的三角函

数：q1 = A cos (ωt+ φ). 现在自由度多了，不止一个了，我们可以先猜测：每个广义坐标都做频
率相同的谐振动，只不过振幅不一样罢了. 这一猜测解可用矩阵来表示：

q1

q2
...
qs

 =


A1

A2

...
As

 cos (ωt+ φ) (5.16)
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可是很快人们就发现：这个猜测解好像并不符合实际的运动情况. 也就是说各广义坐标可能
压根就不是做简谐振动这么简单. 不过不要气馁，我们有一个很厉害的数学武器——Fourier 展
开. 即便不是简谐振动，我们也可以把它展开成很多个频率不同的谐振动的叠加，如下所示：

q1

q2
...
qs

 =


A11

A21

...
As1

 cos (ω1t+ φ1) +


A12

A22

...
As2

 cos (ω2t+ φ2) + · · · (5.17)

写出了式 (5.17) 这个新的猜测解后，我们便要解决一系列问题：

• 这个解到底猜的对不对？

• 如果对了，那它到底要往后面加到第几项？

• 如何求出解中的一系列圆频率 ω，以及各振幅 A 之间的关系？

首先，如果我们要验证这个解是否正确，我们只需要把它代入式 (5.14) 就好. 但其实我们可
以只代入试探解中的某一项就好，道理很简单：每一项的数学形式都是一样的，只要其中一项满

足，那么其他的也都满足. 且由于式 (5.14) 是线性的微分方程组，所以这些项加起来还是方程的
解. 所以我们不妨将先将式 (5.17) 右边第一项代入：[∑

α

mγα

(
−ω2

1

)
Aα1 +

∑
α

cγαAα1

]
cos (ω1t+ φ1) = 0 (5.18)

然后让 cos 前面的系数为 0： ∑
α

(
cγα −mγαω

2
1

)
Aα1 = 0 (5.19)

我们可以将上式写成矩阵乘法的形式：
c11 −m11ω

2
1 c12 −m12ω

2
1 · · · c1s −m1sω

2
1

c21 −m21ω
2
1 c22 −m22ω

2
1 · · · c2s −m2sω

2
1

...
... . . . ...

cs1 −ms1ω
2
1 cs2 −ms2ω

2
1 · · · css −mssω

2
1




A11

A21

...
As1

 = 0 (5.20)

式 (5.20) 实质上是关于 Aα1 的齐次线性方程组. 如果要让方程有非零解 (振幅全为零就没
有意义了)，我们要让系数行列式等于零：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 −m11ω
2
1 c12 −m12ω

2
1 · · · c1s −m1sω

2
1

c21 −m21ω
2
1 c22 −m22ω

2
1 · · · c2s −m2sω

2
1

...
... . . . ...

cs1 −ms1ω
2
1 cs2 −ms2ω

2
1 · · · css −mssω

2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5.21)

式 (5.21) 称作自由度 s 小振动系统的久期方程 (secular equation). 按照行列式的计算规则，如
果我们把式 (5.21) 写开，它应该是关于 ω2 的一个 s 次方程. 所以我们可以解出 s 个 ω2 的值；

开根号后只取正值，我们就得到了 s 个 ω：

ω = ω1, ω2, · · · , ωs (5.22)

这 s 个圆频率，称为系统的本征频率 (eigen-frequencies).
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ω 存在 s 个解这件事告诉我们：式 (5.17) 右边一共有 s 项，这样一来我们的第二个疑问也

解决了. 要解决第三个疑问，我们只需要把解出的 ω 再往式 (5.20) 里面代入，就可以得到振幅
A 之间的关系. 至此，我们前面的三个问题圆满解决，最终得到的小振动问题的解具有如下形式：

q1

q2
...
qs

 =


A11

A21

...
As1

 cos (ω1t+ φ1) + · · ·


A1s

A2s

...
Ass

 cos (ωst+ φs) (5.23)

5.4 简正坐标

我们的工作貌似已经结束了，但还没完全结束. 虽然得到了 (5.23) 这个一般解，但是它有
一个很烦人的问题：每个广义坐标 qα 的振动都不是简单的谐振动，而是很多个频率的叠加. 如
果我们能找到一组新的广义坐标，使得每个广义坐标都以单一频率振动，那将会是一件多么好

的事呀. 我们将满足上述条件的一组广义坐标称为简正坐标 (normal coordinates)，可将其记为
q′1, q

′
2, · · · , q′s.
找简正坐标有一种思路是：我们之前讲了 mαβ 和 cαβ 是正定二次型的表示矩阵，如果能把

它化为标准型 (对角阵)，那对应的广义坐标就是简正坐标. 但是这种方法的数学操作实在是过于
麻烦，不太容易为初学者所接受，所以我们下面介绍一种较为简单的方法.
观察我们目前得到的那个解 (5.23)，我们可以将其进一步改写，变成两个矩阵相乘的形式：

q1

q2
...
qs

 =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

...
... . . . ...

As1 As2 · · · Ass




cos (ω1t+ φ1)

cos (ω2t+ φ2)
...

cos (ωst+ φs)

 (5.24)

如果我们令 
q1

q2
...
qs

 =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

...
... . . . ...

As1 As2 · · · Ass




q′1

q′2
...
q′s

 (5.25)

那么直接就有：

q′α = cos (ωαt+ φα) (5.26)

也就是说，利用式 (5.25) 得到的一组新广义坐标，每个广义坐标都在做一个单一频率的简谐振
动，符合简正坐标的定义. 我们将原广义坐标组成的列矩阵记为 q，简正坐标组成的列矩阵记为
q′，各振幅组成的方阵记为 A，则公式 (5.25) 可改写为

q′ = A−1q (5.27)

5.5 例题：耦合摆

小振动问题的理论部分我们就算是讲完了，再讲下去恐怕大脑要过载了. 我们总结一下这一
章到底干了啥：

• 引入质量系数和弹性系数，化简拉氏量
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• 代入拉格朗日方程，得到运动微分方程

• 代入试探解

• 计算频率和振幅

• 得到简正坐标

下面我们通过一个经典的例子，来将本章所学的知识运用起来.

耦合摆 两相同的单摆，摆长为 l，摆锤的质量为 m，用劲度系数为 k 的弹簧相耦合. 弹簧的
原长为 a0 且等于两摆悬挂点之间的距离. 略去阻尼作用，试求解该体系的运动.

图 5.2: 耦合摆模型图

该体系自由度 s = 2，选择两摆的摆角为广义坐标：q1 = θ, q2 = φ. 易知系统的动能：

T =
1

2
ml2θ̇2 +

1

2
ml2φ̇2

系统的势能分为两部分：重力势能和弹性势能. 取 θ = φ = 0 时为势能零点，则重力势能的表达

式

V重 = mgl (1− cos θ) +mgl (1− cosφ)

≃ 1

2
mglθ2 +

1

2
mglφ2

要计算弹性势能，我们要知道弹簧的形变量. 在小振动情形下我们可以做近似：用两摆锤水平距
离的变化量来近似弹簧的形变量，即

∆x ≃ x1 − x2 = l sin θ − l sinφ ≃ l (θ − φ)

因此

V弹 =
1

2
k (∆x)

2
=

1

2
kl2 (θ − φ)

2

L = T − (V重 + V弹)

=
1

2
ml2θ̇2 +

1

2
ml2φ̇2 − 1

2
mglθ2 − 1

2
mglφ2 − 1

2
kl2 (θ − φ)

2 (5.28)

将式 (5.28) 代入 d
dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0，得到

ml2θ̈ = −kl2 (θ − φ)−mglθ (5.29)

代入
d
dt

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= 0，得到

ml2φ̈ = −kl2 (φ− θ)−mglφ (5.30)
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然后写出试探解：(
θ

φ

)
=

(
A11

A21

)
cos (ω1t+ ϕ1) +

(
A12

A22

)
cos (ω2t+ ϕ2) (5.31)

将式 (5.31) 右边的第一项 (
θ

φ

)
=

(
A1

A2

)
cos (ω1t+ ϕ1) (5.32)

代入式 (5.29) 和 (5.30)，得到−ml2ω2A1 +
(
kl2 +mgl

)
A1 − kl2A2 = 0

−ml2ω2A2 +
(
kl2 +mgl

)
A2 − kl2A1 = 0

(5.33)

上式是关于 A1, A2 的齐次线性方程组，令其系数行列式为 0：∣∣∣∣∣−ml2ω2 + kl2 +mgl −kl2

−kl2 −ml2ω2 + kl2 +mgl

∣∣∣∣∣ = 0 (5.34)

式 (5.34) 便是耦合摆系统的久期方程. 我们不必要把行列式进行展开，而是可用一种更加取巧的
方式. 当行列式的两行成比例时，行列式的值为 0，所以我们可以令

−ml2ω2 + kl2 +mgl = kl2 −→ ω1 =

√
g

l
(5.35)

−ml2ω2 + kl2 +mgl = −kl2 −→ ω2 =

√
g

l
+

2k

m
(5.36)

我们成功求出来了两个本征频率，下一步是将它们代回 (5.33) 得到振幅的关系. 将 ω1 代入，

得到

A11 = A21 (5.37)

将 ω2 代入，得到

A12 = −A22 (5.38)

最终，问题的解为(
θ

φ

)
=

(
A11

A11

)
cos
(√

g

l
t+ ϕ1

)
+

(
A12

−A12

)
cos
(√

g

l
+

2k

m
t+ ϕ2

)
(5.39)

我们还可以写出该问题的简正坐标. 式 (5.39) 可进一步化为：(
θ

φ

)
=

(
A11 A12

A11 −A12

)(
cos (ω1t+ ϕ1)

cos (ω2t+ ϕ2)

)
=

(
1 1

1 −1

)(
A11 cos (ω1t+ ϕ1)

A12 cos (ω2t+ ϕ2)

)
(5.40)

令 (
θ

φ

)
=

(
1 1

1 −1

)(
q′1

q′2

)
(5.41)

得到简正坐标为

q′1 =
1

2
(θ + φ) , q′2 =

1

2
(θ − φ) (5.42)

这两个简正坐标有着明确的物理意义.q′1 描述了体系质心的运动，其振动频率 ω1 中不含有

弹簧的影响，因为弹簧弹力属于体系的内力，不会影响质心的运动；q′2 描述了两摆锤距离的变

化，这受到了弹簧的制约，因此 ω2 中包含了弹簧的影响.
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哈密顿力学

6.1 勒让德变换

分析力学有两大形式：拉格朗日形式和哈密顿形式. 前面的章节我们详细学习了拉格朗日力
学，明白了它处理问题的核心方程与一般步骤. 从本章开始，我们将学习分析力学的剩下一半
——哈密顿力学.

首先我们要学习一个非常重要的数学工具：勒让德变换 (Legendre transformation). 考虑一
个任意的 n 元函数：

F = F (x1, x2, · · · , xn) (6.1)

对其求全微分得到

dF =
n∑

i=1

∂F

∂xi
dxi (6.2)

现在我们想把变量由原来的 {xi} 换成一组全新的变量，定义

ui =
∂F

∂xi
(6.3)

则式 (6.2) 可写成

dF =
s∑

i=1

uidxi (6.4)

然后我们构造一个新变量 {ui} 的函数

G = G (u1, u2, · · · , un) =
∑
i

xiui − F (6.5)

对其求全微分得到

dG =
∑
i

∂G

∂ui
dui =

∑
i

xidui +
∑
i

uidxi − dF =
∑
i

xidui (6.6)

观察上式有

xi =
∂G

∂ui
(6.7)

况且将 {xi} 和 F 称为旧变量和旧函数，{ui} 和 G 称为新变量和新函数. 我们发现了一个
很有意思的现象：如果关系式 (6.5) 成立，那么新变量等于旧函数对旧变量的偏导 (6.3)，旧变量
等于新函数对新变量的偏导 (6.7)！这便是勒让德变换.
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我们还可以将勒让德变换推广到替换部分变量的情况. 设原函数

F = F (x1, · · · , xn; y1, · · · , ym) (6.8)

假如现在只想把 x 全部换掉，而 y 不变，令 ui =
∂F

∂xi
，构造

G = G (u1, · · · , un; y1, · · · , ym) =
∑
i

xiui − F (6.9)

则此时依然有

xi =
∂G

∂ui
(6.10)

而对于 F 和 G 的公共变量 {yj}，则有
∂F

∂yj
= − ∂G

∂yj
(6.11)

6.2 哈密顿正则方程

让我们回顾一下拉格朗日力学. 系统的拉氏量 L = L (q1, · · · , qs; q̇1, · · · , q̇s; t) 是广义坐标和
广义速度的函数，它是所谓“速度相空间”中的函数. 拉格朗日方程如下：

d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0 (6.12)

我们必须要直面一个问题：拉格朗日方程实质上是二阶微分方程. 因为 ∂L/∂q̇α 本身是广义速度

的函数，再对时间求一次导就会出现广义坐标对时间的二阶导数. 显然，二阶微分方程不如一阶
好求解，所以我们得想个办法降阶.
上面问题的“罪魁祸首”在于 L 中含有广义速度 q̇α，我们可以把它换掉. 利用勒让德变换，

将 L 中的 q̇α 全部换成广义动量 pα =
∂L

∂q̇α
，然后构造一个新函数：

H = H (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; t) =
∑
α

pαq̇α − L (6.13)

这个函数叫做哈密顿量 (Hamiltonian)，它的作用类似于拉格朗日力学中的拉氏量 L. 由勒让德
变换中新旧变量和新旧函数的关系，我们可以得到

pα =
∂L

∂q̇α
, q̇α =

∂H

∂pα
(6.14)

对于 L 和 H 的公共变量 {qα}，应有
∂L

∂qα
= −∂H

∂qα
(6.15)

由式 (6.14) 出发，我们将广义动量 pα 对时间求导：

ṗα =
d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
拉格朗日方程
=========

∂L

∂qα
= −∂H

∂qα
(6.16)

最终我们得到：

q̇α =
∂H

∂pα
, ṗα = −∂H

∂qα
α = 1, 2, · · · , s (6.17)

这就是哈密顿正则方程 (Hamilton’s canonical equations). 从数学上来说，哈密顿正则方程和拉
格朗日方程是完全等价的，只不过拉格朗日方程是 s 个二阶常微分方程，而哈密顿正则方程是

2s 个一阶常微分方程.
我们将广义坐标和广义动量张成的 2s 维空间 (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps) 称作相空间. 因此，哈

密顿力学是相空间上的理论. 哈密顿力学解决问题的步骤和拉格朗日力学其实差不多：
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• 分析问题，确定系统的自由度

• 写出系统的哈密顿量 H

• 将 H 代入哈密顿正则方程，得到系统的运动微分方程.

其中，关键步骤便是写出哈密顿量 H. 我们当然可以利用定义式 (6.13)，先写出拉氏量 L，然后

算出每个广义坐标对应的广义动量，最后代入式子计算. 但除此之外，还有另外一种方法.
是否还记得我们在 3.2 节曾定义过一个能量函数 (3.6)？它的表达式如下：

h ≡
∑
α

∂L

∂q̇α
q̇α − L (6.18)

如果我们把式中的 ∂L/∂q̇α 换成 pα，我们就直接得到了哈密顿量的表达式：

H =
∑
α

pαq̇α − L (6.19)

也就是说，能量函数 h 和哈密顿量 H 本质上是一个东西！由于 h = T2 − T0 + V，所以自然有

H = T2 − T0 + V (6.20)

此外，若系统受到的约束是定常的，那么 H 直接就等于系统的总能量，即

H = T + V = E (6.21)

6.3 应用例

本节我们通过几个例子，来帮助读者更好地掌握哈密顿正则方程的解题步骤.

例 1：一维谐振子 利用哈密顿正则方程求解一维谐振子的运动.

一维谐振子的拉氏量为

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

广义动量为

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

因此哈密顿量

H (x, p) = pẋ− L =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 =

p2

2m
+

1

2
kx2

将 H 代入正则方程 (6.17)，得到

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −kx

整理后便得

ẍ+
k

m
x = 0

例 2 利用哈密顿力学，重解 2.4 节例题 2.

绳子的拉氏量为

L =
1

2
mẋ2 +

1

2l
mgx2
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广义动量为

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

因此哈密顿量

H (x, p) = pẋ− L =
1

2
mẋ2 − 1

2l
mgx2 =

p2

2m
− 1

2l
mgx2

代入正则方程，得到

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
=

1

l
mgx

上式可整理为：

ẍ =
1

l
gx =

dẋ
dx

dx
dt = ẋ

dẋ
dx −→ ẋdẋ =

1

l
gxdx

两边同时积分得到

ẋ2 =
1

l
gx2 + C

初始条件为 x = l/2, ẋ = 0，因此积分常数 C = −1

4
gl，得

ẋ2 =
1

l
gx2 − 1

4
gl

代入 x = l，解出

ẋ =

√
3gl

2

感兴趣的读者，可以将拉格朗日力学中的全部例题都尝试用哈密顿力学再解一遍. 我们会发
现：在解题的角度，哈密顿力学不比拉格朗日力学简便. 在哈密顿力学中，必须从拉氏量转到哈
密顿量，才可写出哈密顿正则方程，这相当于绕了一个大圈子. 那哈密顿力学的优势在哪里呢？
哈密顿力学的优点之一是便于量子化，它是经典力学和量子力学之间的“跳板”. 其次，在

后面我们会提到，相空间中 pα 和 qα 的地位是完全对等的，这为变量的变换带来了很大的灵活

性.

6.4 哈密顿力学中的运动积分

我们在学习拉格朗日力学时，曾推导出了广义动量守恒和广义能量守恒等运动积分，它为问

题的分析带来了很大的便利. 那么哈密顿力学中同样也有这些运动积分.

广义能量积分 如果哈密顿量中不显含 t，即
∂H

∂t
= 0，那么 H 是守恒的.

证明：H = H (qα, pα, t)，将其对时间求导有

dH
dt =

∂H

∂qα
q̇α +

∂H

∂pα
ṗα +

∂H

∂t

= −ṗαq̇α + q̇αṗα +
∂H

∂t

=
∂H

∂t
(6.22)

因此
∂H

∂t
= 0 时，

dH
dt = 0，即 H 守恒.

广义动量积分 若 H 中不含有某个广义坐标 qα(循环坐标)，则其对应的广义动量 pα 守恒.

证明：由于 qα 是 L 和 H 的公共变量，由勒让德变换的性质有

∂H

∂qα
= − ∂L

∂qα
(6.23)
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若 H 中不显含 qα，那么 L 也不显含 qα，故其广义动量 pα =
∂L

∂q̇α
守恒.

6.5 泊松括号与泊松定理

我们在前面曾提到：哈密顿力学是沟通经典力学和量子力学的“桥梁”. 下面我们将介绍一
种特殊的数学运算，它在经典力学和量子力学中都起着非常重要的作用.
考虑一个相空间中的函数

f = f (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; t) (6.24)

将其对时间求导：

df
dt =

∂f

∂t
+

s∑
α=1

∂f

∂qα
q̇α +

s∑
α=1

∂f

∂pα
ṗα 利用正则方程

=
∂f

∂t
+

s∑
α=1

(
∂f

∂qα

∂H

∂pα
− ∂f

∂pα

∂H

∂qα

)
(6.25)

我们可以将式中那一块冗杂的对偏导数的求和定义为一种新的数学运算：

[φ,ψ] =
s∑

α=1

(
∂φ

∂qα

∂ψ

∂pα
− ∂φ

∂pα

∂ψ

∂qα

)
(6.26)

它叫做泊松括号 (Poisson bracket). 这样一来，式 (6.25) 可写为

df
dt =

∂f

∂t
+ [f,H ] (6.27)

我们可以把上式的 f 换为哈密顿量 H，由泊松括号的定义易知 [H,H] ≡ 0，故

dH
dt =

∂H

∂t
(6.28)

我们得到了和上一节同样的结论，也就是广义能量积分.
泊松括号具有诸多性质，列举如下：

1⃝ [c, ψ] = 0
(
c为常数

)
(6.29)

2⃝ [φ,ψ] = − [ψ,φ] (6.30)

3⃝ [cφ, ψ] = c [φ,ψ] = [φ, cψ] (6.31)

4⃝ [φ,ψ1 + ψ2] = [φ,ψ1] + [φ,ψ2] (6.32)

5⃝ [φ,ψ1ψ2] = [φ,ψ1]ψ2 + ψ1 [φ,ψ2] (6.33)

6⃝ ∂

∂t
[φ,ψ] =

[
∂φ

∂t
, ψ

]
+

[
φ,
∂ψ

∂t

]
(6.34)

7⃝ [qα, ψ] =
∂ψ

∂pα
, [pα, ψ] = − ∂ψ

∂qα
(6.35)

8⃝ [qα, qβ] = [pα, pβ] ≡ 0, [qα, pβ] = δαβ (6.36)

9⃝ [f, [φ,ψ]] + [φ, [ψ, f ]] + [ψ, [f, φ]] = 0 (6.37)

想要证明这些结论，从泊松括号的定义出发就可以了. 下面我们对其中的几条进行说明：
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• 如果将式 (6.35) 中的 ψ 换为哈密顿量 H，可得到

[qα,H] =
∂H

∂pα
, [pα,H] = −∂H

∂qα
(6.38)

再利用正则方程，可将上式改写为

q̇α = [qα,H] , ṗα = [pα,H] (6.39)

式 (6.39) 称为正则方程的泊松括号形式.

• 式 (6.36) 中的 [qα, pβ] = δαβ 称为基本泊松括号，它在后面的一些运算中具有相当重要的

作用.

• 式 (6.37) 称为雅可比恒等式，其证明是比较复杂的，感兴趣的读者可翻阅相关书籍.

讲了一大堆关于泊松括号的理论，那它到底有什么用呢？我们下面要介绍一个定理——泊松

定理 (Poisson theorem)，它为寻找运动积分提供了一种看起来不错的方法.

泊松定理 若力学量 f 和 g 均是运动积分，则它们的泊松括号 [f, g] 也是运动积分.

证明：利用式 (6.27)，我们可以写出

df
dt =

∂f

∂t
+ [f,H ] = 0 (6.40)

dg
dt =

∂g

∂t
+ [g,H ] = 0 (6.41)

然后再利用雅可比恒等式 (6.37)，有

[H, [f, g]] + [f, [g,H ]] + [g, [H, f ]] = 0 (6.42)

将式 (6.40)(6.41) 代入上式，得到

[H, [f, g]] +

[
f,−∂g

∂t

]
+

[
g,
∂f

∂t

]
= 0 利用式 (6.30)

−→ [[f, g] ,H] +

[
f,
∂g

∂t

]
+

[
∂f

∂t
, g

]
= 0 利用式 (6.34)

−→ [[f, g] ,H] +
∂

∂t
[f, g] = 0

−→ d
dt [f, g] = 0 (6.43)

因此，[f, g] 为运动积分，证毕.

我之所以在前面说泊松定理寻找运动积分是一种“看起来不错”的方法，是因为它并没有我

们想的那么万能. 在很多情况下，它只能给出现有运动积分的线性组合或恒等式，不能给出新的
运动积分，所以在寻找运动积分时不能完全依赖于它.
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正则变换

7.1 相空间的优越性

我们现在已经知道：哈密顿力学是不同于拉格朗日力学的一套全新的力学体系. 但在我们之
前的例题讲解中，我们发现哈密顿力学用来解题好像并不如拉格朗日力学简便，那人们为什么要

创立哈密顿力学呢？它的优势体现在哪里呢？本章将为大家回答这个问题.
首先我们介绍一下位形空间中的点变换 (point transformation). 我们知道在分析一个系统

时，广义坐标有非常多的选择方案，不同的选择对应的分析难度可能有天壤之别. 假如我已经选
择了一组广义坐标 {q1, q2, · · · , qs}，并且写出了拉氏量 L. 现在我想用新的广义坐标去分析问题，
我可以做变换

Qα = Qα (q1, q2, · · · , qs; t) (7.1)

在新的广义坐标下，拉氏量为

L′ = L′
(
Q1, · · · , Qs; Q̇1, · · · , Q̇s; t

)
(7.2)

如果新的拉氏量仍然满足拉格朗日方程

d
dt

(
∂L′

∂Q̇α

)
− ∂L′

∂Qα

= 0 (7.3)

那就说这个变换是合理的，是成功的. 我们将位形空间中这种广义坐标的变换就叫做点变换.
为什么要做点变换呢？因为变换之后的广义坐标可能成为循环坐标，从而得到运动积分. 举

个例子，假设一个质点受到平方反比有心力的作用，势能与距中心的距离成反比：

V = k
1

r
(7.4)

则若选择直角坐标 x 和 y 为广义坐标，拉氏量

L = T − V =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− k

1√
x2 + y2

(7.5)

显然我们此时得不到运动积分. 如果以极坐标 r 和 θ 为广义坐标，即做变换

r =
√
x2 + y2 , θ = arc tan y

x
(7.6)

那么拉氏量可以写成

L′ =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− k

1

r
(7.7)

45
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我们发现，此时拉氏量 L′ 中不显含 θ，所以 θ 对应的广义动量守恒，即

pθ =
∂L′

∂θ̇
= mr2θ̇ = const (7.8)

这便是角动量守恒.
利用点变换，我们貌似可以获得很多运动积分. 但不要忘了，拉格朗日力学是在位形空间中

分析问题，它是 s 维的，意味着我们最多能得到 s 个运动积分. 此时哈密顿力学的优势就体现出
来了：哈密顿力学是在相空间上分析问题，相空间具有更高的维度，它是 2s 维的呀！

但也许有人会有疑问：相空间是由广义坐标 {qα} 和广义动量 {pα} 张成的，但是它们之间
明明是一一对应的，也就是一旦确定了 qα，pα 就由 ∂L/∂q̇α 确定下来了. 它们看起来并不是相
互独立的，怎么能张成一个更高维的空间呢？

不要忘了我们曾在 2.1 节讲过：系统的拉氏量并不是唯一的，它们之间可以相差一个任意函
数对时间的全导数. 由于拉氏量 L 有无穷多种情况，所以由 ∂L/∂q̇α 定义的广义动量自然也有

无穷多种情况. 这便说明了 {qα} 与 {pα} 之间其实是相互独立的.
现在我们终于看到了相空间的优越性：它具有更高的维度，可获得更多的运动积分. 而且在

相空间中坐标和动量的地位是平等的，它们之间只是名字不同罢了，谁叫坐标谁叫动量其实都无

所谓.

7.2 四类正则变换

我们的目的很明确：我们想在相空间中对坐标和动量施行某种变换，使哈密顿量 H 中出现

更多的循环坐标，从而得到更多运动积分. 设变换的形式为：Qα = Qα (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; t)

Pα = Pα (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; t)
(7.9)

如果能够找到一个新的函数 H̃，使得变换之后正则方程的形式不变：

Q̇α =
∂H̃

∂Pα

, Ṗα = − ∂H̃

∂Qα

(7.10)

我们就将这种变换称为正则变换 (canonical transformation).
在变换之前，最小作用量原理可写成

δ

ˆ t2

t1

Ldt = δ

ˆ t2

t1

(∑
α

pαq̇α −H

)
dt = 0 (7.11)

变换之后，最小作用量原理这个最高原理也一定要是成立的：

δ

ˆ t2

t1

(∑
α

PαQ̇α − H̃

)
dt = 0 (7.12)

若想让式 (7.11) 和 (7.12) 同时成立，我们可以让两个式子的被积函数差一个对时间的全导数，
即 ∑

α

pαq̇α −H =
∑
α

PαQ̇α − H̃ +
dU
dt (7.13)

这是因为 dU/dt 可直接积分出来，变成区间端点的函数值之差；又因为在端点处变分为零，因
此取变分后结果为零，对式子没有影响.
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我们将式 (7.13) 中的 U 称为正则变换的生成函数 (generating function)，也叫做母函数. 由
于生成函数是维系新旧变量之间的桥梁，所以其函数式中必然同时含有新旧变量. 因此，我们可
以写出下面四种类型的生成函数：

U1 = U1 (q,Q, t) , U2 = U2 (q, P, t) , U3 = U3 (p,Q, t) , U4 = U4 (p, P, t) (7.14)

我们的问题是：已知生成函数的形式后，如何确定正则变换的表达式？

我们可以将式 (7.13) 改写成如下形式：

dU =
∑
α

pαdqα −
∑
α

PαdQα +
(
H̃ −H

)
dt (7.15)

如果为第一类生成函数 U1 = U1 (q,Q, t)，对其求微分有：

dU1 =
∑
α

∂U1

∂qα
dqα +

∑
α

∂U1

∂Qα

dQα +
∂U1

∂t
dt (7.16)

比较式 (7.15) 和 (7.16)，立即有

pα =
∂U1

∂qα
, Pα = − ∂U1

∂Qα

, H̃ = H +
∂U1

∂t
(7.17)

对于第二类生成函数 U2 = U2 (q, P, t)，同样对其求微分有

dU2 =
∑
α

∂U2

∂qα
dqα +

∑
α

∂U2

∂Pα

dPα +
∂U2

∂t
dt (7.18)

式 (7.15) 和 (7.18) 作比较，我们很快发现了问题：dqα 和 dt 是可以对上的，但 (7.15) 中的 dQα

与 (7.18) 中的 dPα 此时对不上了. 不要怕，我们有秘密武器——勒让德变换，它赋予了我们随
心所欲替换变量的能力. 如果想将式 (7.15) 中的 Qα 换成 Pα，我们可以令

U ′ = U +
∑
α

PαQα (7.19)

则

dU ′ =
∑
α

pαdqα −
∑
α

PαdQα +
(
H̃ −H

)
dt+

∑
α

PαdQα +
∑
α

QαdPα

=
∑
α

pαdqα +
∑
α

QαdPα +
(
H̃ −H

)
dt (7.20)

再将式 (7.18) 和 (7.20) 相比较，我们得到

pα =
∂U2

∂qα
, Qα =

∂U2

∂Pα

, H̃ = H +
∂U2

∂t
(7.21)

对于第三类和第四类生成函数，推导方法和上面完全一样，下面直接给出结论：

U3 = U3 (p,Q, t) : qα = −∂U3

∂pα
, Pα = − ∂U3

∂Qα

, H̃ = H +
∂U3

∂t
(7.22)

U4 = U4 (p, P, t) : qα = −∂U4

∂pα
, Qα =

∂U4

∂Pα

, H̃ = H +
∂U4

∂t
(7.23)

7.3 利用正则变换解题

在题目给定生成函数的情况下，解题按下面的步骤来：
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• 判断是第几类生成函数

• 列出相应的公式，得到 q, p 与 Q,P 之间的关系

• 写出新的哈密顿量 H̃ = H̃ (Q,P, t)，代入正则方程，得到关于 Q,P 的运动方程

• 最后再根据关系反解出 q 的运动规律即可

下面通过一道例题，让大家感受解题方法的应用.

例题 利用正则变换，由正则方程求竖直上抛的物体的运动规律. 本问题的母函数

U = mg

(
1

6
gQ3 + qQ

)
式中 q 为确定物体位置的广义坐标，Q 为变换后的新的广义坐标.

解：本问题的生成函数是关于 q,Q 的函数，为第一类正则变换，因此

p =
∂U

∂q
= mgQ (7.24)

P = −∂U
∂Q

= −1

2
mg2Q2 −mgq (7.25)

H̃ = H (7.26)

新的哈密顿量为

H̃ =
p2

2m
+mgq =

(mgQ)
2

2m
− P − 1

2
mg2Q2 = −P (7.27)

然后由正则方程，有

Q̇ =
∂H̃

∂P
= −1 −→ Q = −t+ C1 (7.28)

Ṗ = −∂H̃
∂Q

= 0 −→ P = C2 (7.29)

初始条件为 t = 0, q = 0, q̇ = v0, p = mv0，代入 (7.28)(7.29)：

Q (0) = C1 =
p (0)

mg
=
v0
g

(7.30)

P (0) = C2 = −1

2
mg2Q2 (0)−mgq (0) = −1

2
mv20 (7.31)

最后由式 (7.25)，得到

q = − 1

mg

(
P +

1

2
mg2Q2

)
= − 1

mg

[
−1

2
mv20 +

1

2
mg2

(
−t+ v0

g

)2
]

= v0t−
1

2
gt2 (7.32)

7.4 哈密顿-雅可比理论

我们知道，正则变换的目的是为了让变换后的新的哈密顿量 H̃ 尽可能少包含 Qα, Pα，从而

得到更多的运动积分. 但是正则变换效果的好坏，非常依赖于生成函数的形式. 生成函数选的好、
选的恰当，那么便可以极大地简化问题. 我们本节的任务，是寻找完美的正则变换.
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什么样才叫完美呢？如果做完正则变换后，我们能直接让 H̃ = 0，那么所有的新变量 Qα, Pα

均为常数. 以第二类正则变换为例，我们想找到一个 U = U (q, P, t)，使得

H̃ = H (q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; t) +
∂U

∂t
= 0 (7.33)

由于 ∂U/∂t 中不包含 pα，所以我们可以利用 pα = ∂U/∂qα 将 H 中的 pα 全部换掉：

H

(
q1, · · · , qs;

∂U

∂q1
, · · · , ∂U

∂qs
; t

)
+
∂U

∂t
= 0 (7.34)

式 (7.34) 便是著名的哈密顿-雅可比方程 (Hamilton-Jacobi equation)，它是关于 U 的一阶非线

性偏微分方程. 想要完全求解它可不是一件容易的事，但我们可以做一些定性的分析.
观察一下，式 (7.34) 中含有 s+ 1 个偏导数成分，因此最后的解 U 中必然含有 s+ 1 个积

分常数. 其中的某一个积分常数，我们设为最后一个好了，也就是 Cs+1，必然是以加法的形式出

现在解中的. 因为 U 加上任意一个常数，必然也是原方程的解. 剩下 s 个积分常数可写在一个函

数中，最终 U 的形式为：

U = Cs+1 + f (q1, · · · , qs;C1, · · · , Cs; t) (7.35)

其实，剩下的 s 个积分常数正好就是 P1, · · · , Ps. 因为式 (7.34) 中只涉及了 U 对 q 的偏导，意

味着我们要把 P 全部当做常数. 这样一来，问题得到了解决.
我们还要进一步思考一下：哈密顿-雅可比方程的解 U 到底有什么含义呢？观察式 (7.35)可

知，U 只是关于 qα 和 t 的函数. 将 U 对时间求导可得：

dU
dt =

∂U

∂t
+

s∑
α=1

∂U

∂qα
q̇α (7.36)

由 H̃ = H +
∂U

∂t
= 0，有

∂U

∂t
= −H (7.37)

由第二类正则变换的性质，有
∂U

∂qα
= pα (7.38)

将 (7.37) 和 (7.38) 代入 (7.36)，得到

dU
dt = −H +

s∑
α=1

pαq̇α = L (7.39)

因此

U =

ˆ
Ldt = S (7.40)

我们发现，U 正好就是系统的作用量 S！

哈密顿-雅可比方程在量子力学的发展中也起到了重要的作用.量子力学中的薛定谔方程，其
经典极限就是哈密顿-雅可比方程；反过来把哈密顿-雅可比方程当拉氏量，对应的欧拉-拉格朗日
方程就是薛定谔方程. 这种美妙，我想只有学物理的人才能 get 到吧！



附录 A

一些推导

A.1 球坐标系下质点动能表达式

三维空间中，质点 P 的球坐标用 (r, θ, φ) 表示. 其中 r 为 P 点矢径的大小，θ 是 OP 与 z

轴的夹角，φ 是 OP 在 xOy 面上的投影与 x 轴的夹角.
球坐标中的三个单位矢量为：

• r⃗：指向 r 增长的方向，它是背离原点向外的

• θ⃗：与过 P 点的经线相切且指向 θ 增大的方向

• φ⃗：与过 P 点的纬线相切且指向 φ 增大的方向

图 A.1: 球坐标系

直接计算质点的速度在球坐标系中的分量是非常麻烦的，我们可以先借助我们熟悉的笛卡

尔坐标系用来过渡. 笛卡尔坐标系的基矢为 i⃗, j⃗, k⃗，可将球坐标系的基矢用笛卡尔坐标系的基矢

来表示： 
r⃗ = sin θ cos φ⃗i+ sin θ sinφj⃗ + cos θk⃗

θ⃗ = cos θ cos φ⃗i+ cos θ sinφj⃗ − sin θk⃗

φ⃗ = − sin φ⃗i+ cosφj⃗

(A.1)
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将 r⃗ 对时间求导：

˙⃗r =
(
θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ

)
i⃗+
(
θ̇ cos θ sinφ+ φ̇ sin θ cosφ

)
j⃗ − θ̇ sin θk⃗

= θ̇
(

cos θ cos φ⃗i+ cos θ sinφj⃗ − sin θk⃗
)
+ φ̇ sin θ

(
− sin φ⃗i+ cosφj⃗

)
= θ̇θ⃗ + φ̇ sin θφ⃗ (A.2)

同理可得

˙⃗
θ = −θ̇r⃗ + φ̇ cos θφ⃗ (A.3)

˙⃗φ = −φ̇ sin θr⃗ − φ̇ cos θθ⃗ (A.4)

设 P 的位矢为 r⃗P，则 P 的速度为

˙⃗rP =
d
dt (rr⃗) = ṙr⃗ + r ˙⃗r

= ṙr⃗ + r
(
θ̇θ⃗ + φ̇ sin θφ⃗

)
= ṙr⃗ + rθ̇θ⃗ + rφ̇ sin θφ⃗ (A.5)

式 (A.5) 告诉了我们质点 P 的速度在球坐标下的三个分量：

vr = ṙ , vθ = rθ̇ , vφ = rφ̇ sin θ (A.6)

因此动能

T =
1

2
m
(
v2r + v2θ + v2φ

)
=

1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2φ̇2 sin2 θ

)
(A.7)

有了质点的速度 (A.5)，读者还可以尝试计算质点的加速度在球坐标下的分量.

A.2 二维旋转的坐标变换公式

二维直角坐标系中的矢量
−−→
OP = (x, y)，绕 O 点旋转 θ(以逆时针为正方向)，则旋转后的新

矢量与原矢量存在如下的坐标变换关系：(
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x

y

)
(A.8)

图 A.2: 单位矢量的旋转

要证明这个公式，我们可从最简单的单位矢量入手. 如图A.2所示，单位矢量 −→
OA 绕 O 点旋

转 θ 后得到
−−→
OB，则

−−→
OB =

(
cos (φ+ θ)

sin (φ+ θ)

)
=

(
cosφ cos θ − sinφ sin θ
sinφ cos θ + cosφ sin θ

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
cosφ
sinφ

)
(A.9)
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由式 (A.9)，我们立马可得旋转矩阵

R =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(A.10)

证毕.

A.3 两个结论的证明

本节我们将给出下面两个公式的证明：

d
dt

(
∂r⃗α
∂qk

)
=
∂ ˙⃗rα
∂qk

(A.11)

∂ ˙⃗rα
∂q̇k

=
∂r⃗α
∂qk

(A.12)

首先证明 (A.11). 由于 r⃗α 是广义坐标与时间的函数，因此

˙⃗rα =
∂r⃗α
∂t

+

s∑
k=1

∂r⃗α
∂qk

q̇k (A.13)

又 ∂r⃗α/∂qk 同样也是广义坐标与时间的函数，因此

d
dt

(
∂r⃗α
∂qk

)
=

∂

∂t

(
∂r⃗α
∂qk

)
+

s∑
β=1

∂

∂qβ

(
∂r⃗α
∂qk

)
q̇β

=
∂

∂qk

(
∂r⃗α
∂t

+
s∑

β=1

∂r⃗α
∂qβ

q̇β

)
代入式 (A.13)

=
∂ ˙⃗rα
∂qk

(A.14)

然后证明 (A.12). 将式 (A.13) 对 q̇k 求偏导有：

∂ ˙⃗rα
∂q̇k

=
∂

∂q̇k

(
∂r⃗α
∂t

+
s∑

β=1

∂r⃗α
∂qβ

q̇β

)

=
s∑

β=1

∂r⃗α
∂qβ

∂q̇β
∂q̇k

=
s∑

β=1

∂r⃗α
∂qβ

δβk

=
∂r⃗α
∂qk

(A.15)

证毕.
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