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速度相空间 位形空间

位形空间

力学的基本问题，是研究力学系统的位形(configuration) 随时间的演化.

位形

指力学系统中各质点的空间位置，描述了系统中各点的空间分布. 例如，
对于 N 个质点构成的质点系，给出 N 个质点的位矢

{r1, r2, · · · , rN}

即给出了质点系的一个位形.

系统所有可能位形的集合，便构成位形空间. 位形空间中的一点，即代表
系统的一种可能位形.

* 要注意的是，位形空间一般都不是平直的线性空间，数学上用流形 (manifold)
这一概念来描述这种弯曲的空间.
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速度相空间 速度相空间

速度相空间

思考 确定了系统的位形，是否就唯一确定了系统的状态？

位置相同，可以有不同的速度；速度不同，会导致下一时刻的位置不同.
因此系统当前位形无法决定以后的位形. 但如果位形和速度都确定了，我
们就能推知下一时刻的位形和速度.

速度相空间

位形和速度构成的状态空间，称为速度相空间. 对于 N 个质点组成的质
点系，给出每个质点的位矢和速度

{r1, r2, · · · , rN; ṙ1, ṙ2, · · · , ṙN}

即给出了质点系的一个状态.

拉格朗日力学是速度相空间中的力学！
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速度相空间 广义坐标

广义坐标

要描述三维空间中某一点的位置，我们有下面的一些方案：
直角坐标 (x, y, z)、球坐标 (r, θ, ϕ)、柱坐标 (r, ϕ, z)

坐标的本质，其实就是对某种空间的参数化. 任何一组能够唯一确定系统
位形的独立参量都可以成为坐标，称为广义坐标.

 

以一个在二维平面中运动的单摆为例.
要确定摆球的位置，可以选择的广义坐
标有：

摆角 θ

横坐标 x
纵坐标 y 能否充当广义坐标？

* 一个力学系统究竟需要几个广义坐标，才能完整描述其位形？
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约束与自由度 约束及其分类

约束及其分类

所谓约束 (constraint)，即为对系统所能达到的状态所强加的运动学限制
条件. 约束的存在，表明速度相空间中有些地方无法到达，实际能够到达
的只是其某个子空间.

按照质点能否脱离约束，可分为可解约束与不可解约束.

用杆连接的小球

 

x2 + y2 + z2 = l2

用绳连接的小球

 

x2 + y2 + z2 ⩽ l2
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约束与自由度 约束及其分类

不可解约束的表达式应是一个等式：

f (r1, · · · , rn; ṙ1, · · · , ṙn; t) = 0

可解约束则为不等式：

f (r1, · · · , rn; ṙ1, · · · , ṙn; t) ⩽ 0

显然等式比不等式要好分析，因此我们主要讨论不可解约束. 进一步，如
果仅仅对系统的位形进行约束，称为几何约束：

f (r1, r2, · · · , rn; t) = 0

如果同时约束了位形与速度，则称为微分约束.
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约束与自由度 约束及其分类

有一个很大的问题：约束位形必然约束速度！

例如将三维空间中的质点约束在 xOy 平面上，看上去仅约束了位形，但
实际上质点的速度也只能位于 xOy 平面，不可能有 z 方向的分量.为了说
明问题，将几何约束表达式 f (r1, r2, · · · , rn; t) = 0 对时间求导：

df
dt =

∂f
∂t +

n∑
i=1

∂f
∂ri

ṙi = 0

求导后式中出现了速度. 因此几何约束可以通过求导变成微分约束.

那微分约束是否一定可以通过积分变为几何约束？
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约束与自由度 约束及其分类

可积分的微分约束：如 ẋ − ẏ = 0，积分后得到 x − y = C
不可积分的微分约束：如 ẋ − ẏz = 0，左右同乘 dt 得到 dx − zdy = 0.
如果要将其积出来，必须知道 z 随 y 的变化 z (y)，但在求解运动之前
这显然是无法知道的.

几何约束加上可积分的微分约束又称为完整约束，其余称为不完整约束.

按照约束表达式是否含时，又可分为定常/非定常约束.定常约束 (稳定约
束)是不显含时间的约束

f (r1, · · · , rn; ṙ1, · · · , ṙn) = 0

反之则是非定常约束 (不稳定约束).
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约束与自由度 自由度

自由度

定义

确定一个系统运动状态所必须的、独立变化的物理量个数.

对于完整约束系统，广义坐标的个数等于系统的自由度.

约束能够减少系统的自由度. 更具体地，一个约束能减少一个自由度. 以
二维平面上的自由质点为例，其自由度为 2，意味着需要两个坐标才能完
整描述其位形 (直角坐标、极坐标). 但如果加一个约束，比方说将其束缚
在一根绳上构成一个单摆，则自由度变为 1，只需要一个坐标.

在分析力学问题时，搞清楚约束，确定系统的自由度往往是第一步，也是
极为关键的一步.
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泛函与变分 最速降线问题

最速降线问题

1696 年约翰·伯努利在写给他哥哥雅克布·伯努利的一封公开信中，提出
了著名的最速降线问题.

 

设竖直平面内有 A,B 两点，它们不在
一条竖直线上. 设计一条曲线轨道连接
这两点，使得仅受重力作用且初速为
零的质点沿这条轨道从 A 运动到 B 所
需的时间最短.

大致可以将答案分为三类：

直线，如图中轨道 2

直线上方的曲线，如图中轨道 1

直线下方的曲线，如图中轨道 3
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泛函与变分 最速降线问题

 

1 号：加速度越来越大

2号：匀加速

3号：加速度越来越小

显然 3号所需时间较短.

通过定性分析，可知最终答案应是直线下方的某一曲线. 下面我们尝试从
动力学方法求该曲线.

 

ds =
√
1 + (y′)2dx, v =

√
2gy

dt = ds
v =

√
1 + (y′)2dx
√
2gy

t =
ˆ

dt =
ˆ xB

xA

√
1 + (y′)2dx
√
2gy
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泛函与变分 泛函与变分

泛函与变分

将前面得到的无法计算的积分一般化，变成下面的形式：

J =

ˆ x2

x1
F
(
x, y, y′

)
dx

这一数学对象被称为泛函(functional). 它就像一台数学机器，输入一个函
数，返回一个数(映射).

空间中两点用任意曲线连接，曲线的长度即为曲线形状的泛函.

对平面内的封闭曲线，其包围的面积即为曲线形状的泛函.

研究泛函的极值问题，便是所谓变分问题.
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泛函与变分 泛函与变分

 

微分：对函数 y (x)，自变量 x 发
生极小的变化 dx，所带来的函
数值的变化 dy (x)
变分：对于泛函 J，输入的函数
y (x)发生一个极小变化 δy (x)，
导致泛函 J 的值发生的变化 δJ

关于变分，有下面一些运算性质：
1 x 的变分应为 0. δx ≡ 0

2 在积分端点 (边界) 处函数的变分为 0. δy (x1) = δy (x2) = 0

3 变分与求导可交换次序，即导数的变分 =变分的导数

δ

(
dy
dx

)
=

d
dx (δy)
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泛函与变分 Euler-Lagrange 方程

Euler-Lagrange 方程

函数取极值，在极值点处应有 dy (x) = 0；类似地，泛函取极值应有
δJ = 0.

假设 y (x)受到一个小扰动后变为 ỹ (x)，泛函 J 的值变为：

ˆ x2

x1
F
(
x, ỹ, ỹ′

)
dx =

ˆ x2

x1

[
F
(
x, y, y′

)
+

∂F
∂y δy +

∂F
∂y′ δy′

]
dx

因此 J 的变分为

δJ =

ˆ x2

x1
F
(
x, ỹ, ỹ′

)
dx −

ˆ x2

x1
F
(
x, y, y′

)
dx

=

ˆ x2

x1

[
∂F
∂y δy +

∂F
∂y′ δy′

]
dx
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泛函与变分 Euler-Lagrange 方程

δJ =

ˆ x2

x1

[
∂F
∂y δy +

∂F
∂y′ δy′

]
dx

=

ˆ x2

x1

[
∂F
∂y δy +

∂F
∂y′

d
dx (δy)

]
dx

=

ˆ x2

x1

[
∂F
∂y δy +

d
dx

(
∂F
∂y′ δy

)
− δy d

dx

(
∂F
∂y′

)]
dx

=
∂F
∂y′ δy

∣∣∣∣x2
x1

+

ˆ x2

x1
δy

[
∂F
∂y − d

dx

(
∂F
∂y′

)]
dx

=

ˆ x2

x1
δy

[
∂F
∂y − d

dx

(
∂F
∂y′

)]
dx
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泛函与变分 Euler-Lagrange 方程

Euler-Lagrange 方程

泛函取极值的必要条件为

∂F
∂y − d

dx

(
∂F
∂y′

)
= 0

请务必将这个方程记住！
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最小作用量原理 最小作用量原理

最小作用量原理

定义力学体系的作用量(action) 为：

S =

ˆ t2

t1
L (t, qα, q̇α) dt

其中 L (t, qα, q̇α)称为体系的拉格朗日量(Lagrangian)，它是广义坐标 qα、
广义速度 q̇α 和时间 t 的函数.

最小作用量原理

经典力学体系在时刻 t1 和 t2 之间的真实运动轨迹使得该体系的作用量
S 取极值.

最小作用量原理甚至可视为整个物理学的第一原理，大自然总是倾向于
让某些基本的物理量取最小值.
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最小作用量原理 最小作用量原理

Euler-Lagrange 方程

作用量取极值的条件为

d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0

Euler-Lagrange 方程即为拉格朗日力学中的运动微分方程，具有核心地
位. 在之后，分析力学问题的基本步骤为：

1 确定自由度，选择合适的广义坐标
2 写出系统的拉氏量 L
3 代入 Euler-Lagrange 方程，便得到系统的运动学方程

至于如何写出系统的拉氏量，将在 Lecture 2 详细讲解.
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最小作用量原理 一些理解

一些理解

考虑一个平抛运动，假设质点在 xOz 平面内运动，牛顿力学的求解方式
为：

写出运动方程
mẍ = 0 , mz̈ = −mg

给定初始条件

x (0) = 0 , ẋ (0) = v0 , z (0) = z0 , ż (0) = 0

求解运动

x (t) = v0t , z (t) = z0 −
1

2
gt2
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最小作用量原理 一些理解

现在假设有一个叫哈密顿的人，对牛顿力学一无所知，他只是不停地做实
验. 经过多次实验，他发现了如下规律：

只要出射高度相同，那么落地的时间就相同

以不同水平速度出射，小球落地点的水平位置不同

小球的运动轨迹和落地点的位置是一一对应的，也就是说不可能抛
出两条不同的轨迹，却有着相同的落地点

 

如图所示，实线是我们所能真正
观察到的轨迹，而虚线从来没有
出现过.

它们明明具有相同的端点，为什
么偏偏只有实线能够发生呢？
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最小作用量原理 一些理解

哈密顿便猜测：大自然一定存在某种法则，给每条轨迹一个“指标”，只有
这个指标取特殊值时对应的运动才能发生.

现在我们知道了：这个指标就叫做作用量，这个法则便是最小作用量原
理.

牛顿力学：局域的、微分的. 如果知道某一时刻的位置与速度，运动
微分方程就决定了下一时刻的位置与速度.

最小作用量原理：将所有可能的运动状态都交给大自然筛选，大自然
会自动筛选出作用量最小的那一种运动情形.
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习题课

例题 1

判断下面情形中，力学体系的自由度，并选择合适的广义坐标.
(1) 平面双摆；
(2) 光滑水平面上，放置一质量为 M 的楔块，另一质量为 m 的物体沿楔
块斜面下滑.
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习题课

例题 2

利用 Euler-Lagrange 方程，求平面上给定两点之间的最短路径.
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