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小振动拉氏量的建立 小振动的定义

小振动的定义

一个物理系统，如果存在稳定平衡位形，当对稳定平衡位形偏离很小，那
么其典型的运动方式就是小振动 (small oscillations).

狭义上，振动指机械振动，即物体在某一中心位置两侧所做的往复运
动.

广义上，振动指描述系统状态的参量 (位移、电压、波函数等) 在其基
准值上下交替变化的过程.

振动可按照下面的一些标准进行分类：

按自由度：单自由度 (单摆、弹簧振子)、多自由度

按振动方程是否显含时间：自洽系统 (不显含时间)、非自洽系统 (显
含时间)

按受力情况：自由振动、阻尼振动、受迫振动
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小振动拉氏量的建立 广义坐标的选择

广义坐标的选择

本讲讨论的是完整、保守系统的多自由度小振动. 设系统的自由度为 s，
因此需要寻找 s 个广义坐标. 但在此处，我们需要给广义坐标加上一个必
要的限制：

对广义坐标的限制

当全部广义坐标为零，即

q1 = q2 = · · · = qs = 0

正好对应系统的稳定平衡位形，并将其取为势能零点.

例如在研究平面单摆时，一般选择绳与竖直方向的夹角为广义坐标，而不选绳与
水平方向的夹角，因为当其为 0 时并不对应稳定平衡位置.
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小振动拉氏量的建立 拉氏量的建立

拉氏量的建立

在 Lec3 提到：对于定常约束系统，动能是广义速度的二次齐次函数：

T =
∑

i

1

2
miṙi · ṙi

=
∑

i

1

2
mi

s∑
α=1

∂ri
∂qα

q̇α ·
s∑

β=1

∂ri
∂qβ

q̇β

=
1

2

∑
αβ

(∑
i

mi
∂ri
∂qα

· ∂ri
∂qβ

)
q̇αq̇β

将上式括号在稳定平衡位形的取值定义为质量系数

mαβ =
∑

i
mi

∂ri
∂qα

∣∣∣∣
qα=0

· ∂ri
∂qβ

∣∣∣∣
qβ=0

傅林 (CSU) Lec5. 小振动 2025.2 6 / 34



小振动拉氏量的建立 拉氏量的建立

则动能可表示为：

T =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β

质量系数有一个很重要的性质：其下标顺序可以交换

mαβ = mβα

因此 mαβ 组成的矩阵是对称矩阵. 且由于动能必须大于等于零，因此动
能是广义速度的正定二次型.

然后分析势能 V = V (q1, q2, · · · , qs). 将其在稳定平衡位形作 Taylor 展开
(保留到第二阶)：

V = V (0, 0, · · · , 0) +
∑
α

∂V
∂qα

∣∣∣∣
qα=0

qα +
1

2

∑
αβ

∂2V
∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

qαqβ
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小振动拉氏量的建立 拉氏量的建立

由稳定平衡位形处势能为零和广义力为零，得到：

V =
1

2

∑
αβ

∂2V
∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

qαqβ

定义弹性系数

cαβ =
∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

则势能可表示为：

V =
1

2

∑
αβ

cαβqαqβ

弹性系数同样具有对称性：cαβ = cβα；稳定平衡要求势能是广义坐标
的正定二次型.
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小振动拉氏量的建立 拉氏量的建立

小振动的拉氏量

T =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β , mαβ =
∑

i
mi

∂ri
∂qα

∣∣∣∣
qα=0

· ∂ri
∂qβ

∣∣∣∣
qβ=0

V =
1

2

∑
αβ

cαβqαqβ , cαβ =
∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
qα=qβ=0

L = T − V =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β − 1

2

∑
αβ

cαβqαqβ
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运动微分方程
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运动微分方程 运动微分方程

运动微分方程

得到拉氏量 L =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β − 1

2

∑
αβ

cαβqαqβ，代入 E-L 方程：

d
dt

(
∂L
∂q̇γ

)
− ∂L

∂qγ
= 0

先计算左边：

∂L
∂q̇γ

=
∂

∂q̇γ

1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β

 =
1

2

∑
αβ

mαβ
∂q̇α
∂q̇γ

q̇β +
1

2

∑
αβ

mαβ q̇α
∂q̇β
∂q̇γ

=
1

2

∑
β

mγβ q̇β +
1

2

∑
α

mαγ q̇α

=
∑
α

mγαq̇α

傅林 (CSU) Lec5. 小振动 2025.2 11 / 34



运动微分方程 运动微分方程

同理
∂L
∂qγ

= −
∑
α

cγαqα

因此最终得到的运动微分方程为：

s∑
α=1

mγαq̈α +

s∑
α=1

cγαqα = 0, γ = 1, 2, · · · , s

这是一个相当复杂的微分方程组，想要直接求解是不可能的.
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方程的求解
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方程的求解 提出猜测解

提出猜测解

我们曾经讲过：物理中的很多东西往往要靠猜，至于对不对则交给实验去验证.

如果自由度 s = 1，则方程直接简化为:

m11q̈1 + c11q1 = 0

这是一个很简单的间谐振动方程：q1 = A cos (ωt + ϕ). 于是可以猜测在
多自由度问题中，每个广义坐标都作简谐振动. 但是这过于简单，与实验
现象明显不符. 且人们发现，一般情况下每个广义坐标的运动并不是简谐
振动这么简单.

新思路：可以利用Fourier 展开.
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方程的求解 提出猜测解

假设每个广义坐标的运动可写成很多个不同频率的简谐振动的叠加：
q1
q2
...
qs

 =


A11

A21

...
As1

 cos (ω1t + ϕ1) +


A12

A22

...
As2

 cos (ω2t + ϕ2) + · · ·

仍需解决的问题有：

这个解到底猜的对不对？

如果对，那到底要往后加到第几项 (有多少个圆频率 ω)?

如何求得这些圆频率 ω，以及各振幅之间的关系？

傅林 (CSU) Lec5. 小振动 2025.2 15 / 34



方程的求解 验证猜测解

验证猜测解

要验证解的正确性，只需将其代入方程. 但由于解的每一项具有相同的形
式，且 E-L 方程是线性的，因此只要某一项满足，其它项必然也满足.将第
一项代入方程得到：[∑

α

mγα

(
−ω2

1

)
Aα1 +

∑
α

cγαAα1

]
cos (ω1t + ϕ1) = 0

令 cos 前面的系数为 0：∑
α

(
cγα − mγαω

2
1

)
Aα1 = 0

这实际上是关于 Aα1 的齐次线性方程组，可写为矩阵的形式
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方程的求解 验证猜测解


c11 − m11ω

2
1 c12 − m12ω

2
1 · · · c1s − m1sω

2
1

c21 − m21ω
2
1 c22 − m22ω

2
1 · · · c2s − m2sω

2
1

...
...

. . .
...

cs1 − ms1ω
2
1 cs2 − ms2ω

2
1 · · · css − mssω

2
1




A11

A21

...
As1

 = 0

存在非零解的条件：系数行列数等于零∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 − m11ω

2
1 c12 − m12ω

2
1 · · · c1s − m1sω

2
1

c21 − m21ω
2
1 c22 − m22ω

2
1 · · · c2s − m2sω

2
1

...
...

. . .
...

cs1 − ms1ω
2
1 cs2 − ms2ω

2
1 · · · css − mssω

2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

这叫做小振动体系的久期方程(secular equation).

*“久期”一词最初来自天体运动的研究，与周期性 (periodic) 对立.
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方程的求解 验证猜测解

久期方程是关于 ω2 的 s 次方程，因此最终可得到 s 个 ω2 的值；开根号后
取正值，便得到了 s 个 ω：

ω = ω1, ω2, · · · , ωs (1)

这 s 个圆频率，称为体系的本征频率.ω 存在 s 个值这件事告诉我们：猜测
解中应包含 s 项. 有了这些本征频率，再利用振幅的齐次线性方程组，便
可以得到各振幅之间的关系.

最终，小振动问题的解的形式为：
q1
q2
...
qs

 =


A11

A21

...
As1

 cos (ω1t + ϕ1) + · · ·+


A1s
A2s
...

Ass

 cos (ωst + ϕs)
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简正坐标
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简正坐标 引入

引入

尽管我们已经写出了小振动问题的一般形式解，但它并不是那么令人满
意. 原因是每个广义坐标可能与所有的本征频率都有关，其运动并不像简
谐振动那么简单.

问题起源于，L =
1

2

∑
αβ

mαβ q̇αq̇β −
1

2

∑
αβ

cαβqαqβ 中 mαβ 和 cαβ不是对角

化的，所以将不同的广义坐标混合在了一起，最终的运动微分方程也是相
互耦合的.

normal coordinates

对于小振动问题，可以适当地选择广义坐标，使得每个广义坐标都以单一
频率振动，这些广义坐标被称为简正坐标.
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简正坐标 矩阵的对角化

矩阵的对角化

核心 将矩阵 mαβ 和 cαβ 对角化 (二次型化标准型).

将质量系数和惯性系数的矩阵记为 m 和 c，广义坐标组成的列矩阵记为
q，，则拉氏量可写为：

L =
1

2
q̇Tmq̇ − 1

2
qTcq

作非退化线性替换：
q = Rξ

则拉氏量变为：

L =
1

2

(
Rξ̇
)T

m
(

Rξ̇
)
− 1

2
(Rξ)T c (Rξ)

=
1

2
ξ̇T (RTmR

)
ξ̇ − 1

2
ξT (RTcR

)
ξ

=
1

2
ξ̇Tm̃ξ̇ − 1

2
ξTc̃ξ

傅林 (CSU) Lec5. 小振动 2025.2 21 / 34



简正坐标 矩阵的对角化

由线性代数：

两个正定的实对称矩阵，一定存在线性变换，使其同时对角化.

对角化后，对于新的广义坐标 {ξi}，拉氏量为

L =
1

2

∑
α

m̃ααξ̇
2
α − 1

2

∑
α

c̃ααξ2α

代入 E-L 方程
d
dt

(
∂L
∂ξ̇γ

)
− ∂L

∂ξγ
= 0，得到：

m̃γγ ξ̈γ + c̃ααξγ = 0

可以看见，此时运动微分方程解耦，且每个广义坐标均作简谐振动 (简正
坐标).
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简正坐标 更为简单的思路

更为简单的思路

问题的核心，变成了求解变换矩阵 R，但实际上这不是一件简单的事情. 我们还
有另外一种更为简单的思路求解简正坐标.

将小振动的一般解写为矩阵乘法的形式：
q1
q2
...
qs

 =


A11 A12 · · · A1s
A21 A22 · · · A2s
...

...
. . .

...
As1 As2 · · · Ass




cos (ω1t + ϕ1)
cos (ω2t + ϕ2)

...
cos (ωst + ϕs)


记振幅组成的 s 阶方阵为 A，直接在上式左乘 A−1，就得到了简正坐标.
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简正坐标 更为简单的思路

ξ = A−1q =


cos (ω1t + ϕ1)
cos (ω2t + ϕ2)

...
cos (ωst + ϕs)

 , ξi = cos (ωit + ϕi)

这样一来，ξ = A−1q 便是我们寻找的简正坐标.
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耦合摆的求解
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耦合摆的求解

耦合摆的求解

物理情景 两相同的单摆，摆长为 l，摆锤的质量为 m，用劲度系数为 k
的弹簧相耦合. 弹簧的原长为 a0 且等于两摆悬挂点之间的距离. 略去阻
尼作用，试求解该体系的运动.
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耦合摆的求解

自由度 s = 2，选择 (θ, ϕ) 为广义坐标，体系动能为：

T =
1

2
ml2θ̇2 + 1

2
ml2ϕ̇2

体系的势能包括重力势能和弹性势能. 重力势能为：

V重 = mgl (1− cos θ) + mgl (1− cosϕ)

≈ 1

2
mglθ2 + 1

2
mglϕ2

要计算弹性势能，可以作近似：摆动过程中弹簧倾斜幅度不大，则可用两
摆锤水平距离的变化来近似弹簧形变量：

∆x ≈ ∆x1 −∆x2 = l sin θ − l sinϕ ≈ l (θ − ϕ)

V弹 =
1

2
k (∆x)2 = 1

2
kl2 (θ − ϕ)2
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耦合摆的求解

体系的拉氏量

L = T − V重 − V弹

=
1

2
ml2θ̇2 + 1

2
ml2ϕ̇2 − 1

2
mglθ2 − 1

2
mglϕ2 − 1

2
kl2 (θ − ϕ)2

代入
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 得到：

ml2θ̈ + mglθ + kl2 (θ − ϕ) = 0 (1)

代入
d
dt

(
∂L
∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 得到：

ml2ϕ̈+ mglϕ+ kl2 (ϕ− θ) = 0 (2)
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耦合摆的求解

然后写出形式解：(
θ
ϕ

)
=

(
A11

A21

)
cos (ω1t + φ1) +

(
A12

A22

)
cos (ω2t + φ2)

将形式解的第一项代入方程 (1) 和 (2)，得到：

− ml2ω2A1 +
(
mgl + kl2

)
A1 − kl2A2 = 0 (3)

− ml2ω2A2 +
(
mgl + kl2

)
A2 − kl2A1 = 0 (4)

这是关于 A1 和 A2 的齐次线性方程组，令系数行列式为 0：∣∣∣∣−ml2ω2 + mgl + kl2 −kl2
−kl2 −ml2ω2 + mgl + kl2

∣∣∣∣ = 0

这便是耦合摆问题的久期方程.
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耦合摆的求解

事实上要求解该方程，只需令行列式的两行成比例即可，而无需展开.

−ml2ω2 + mgl + kl2 = kl2 −→ ω1 =

√
g
l

−ml2ω2 + mgl + kl2 = −kl2 −→ ω2 =

√
g
l +

2k
m

然后将解出的 ω 分别代入齐次线性方程组 (3)(4)，得到：

A11 = A21,A12 = −A22

最终，问题的解为：(
θ
ϕ

)
=

(
A11

A11

)
cos
(√

g
l t + φ1

)
+

(
A12

−A12

)
cos
(√

g
l +

2k
m t + φ2

)
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耦合摆的求解

要求出简正坐标，可以将解写为：(
θ
ϕ

)
=

(
A11 A12

A11 −A12

)(
cos (ω1t + φ1)
cos (ω2t + φ2)

)
=

(
1 1
1 −1

)(
A11 cos (ω1t + φ1)
A12 cos (ω2t + φ2)

)
令 (

θ
ϕ

)
=

(
1 1
1 −1

)(
ξ1
ξ2

)
则简正坐标为：

ξ1 =
1

2
(θ + ϕ) , ξ2 =

1

2
(θ − ϕ)
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耦合摆的求解

此处得到的简正坐标有着明确的物理意义.

ξ1 =
1

2
(θ + ϕ) 描述了质心的运动. 其振动频率 ω1 中不含有弹簧的

影响，因为弹簧的弹力是体系的内力，不会影响质心的运动.

ξ2 =
1

2
(θ − ϕ) 描述了两摆间距离的变化，这会受到弹簧的约束，因

此其振动频率 ω2 中含有弹簧的影响.
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习题课
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习题课

例题 1

质量均为 m 的两个质点如图所示与三根弹簧相连结，弹簧都是水平的.
两侧弹簧的劲度系数为 k，中间弹簧的劲度系数为 K. 求解两质点的水平
方向的运动.
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